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Compactification d'espaces de représentations 
de groupes de type fini. 

Anne Parreau 



Abstract Let F be a finitely generated group and G be a noncompact semisimple 
connected real Lie group with fini te center. We consider the space ^{r,G) of 
conjugacy classes of semisimple représentations of F into G, which is the maximal 
Hausdorff quotient of Hom(F ,G)/G. We define the translation vector of g G G, with 
value in a Weyl chamber, as a natural refinement of the translation length of g in the 
symmetric space associated with G. We construct a compactification of ^ (F, G), in- 
duced by the marked translation vector spectrum, generalizing Thurston's compacti- 
fication of the Teichmiiller space. We show that the boundary points are projectivized 
marked translation vector spectra of actions of F on affine buildings with no global 
fixed point. An analoguous resuit holds for any reductive group G over a local field. 

Keywords Moduli spaces of représentations • Higher teichmiiller theory • Reductive 
groups • Symmetric spaces • Euclidean buildings • Asymptotic cônes 



1 Introduction 

Espaces de représentations. Soit F un groupe infini de type fini. Soit G un groupe de 
Lie semisimple réel, connexe, non compact, de centre fini. On s'intéresse à l'espace 
R(F,G) = Hom(F,G) des représentations de F dans G, muni de la topologie de 
la convergence simple et de l'action de G par conjugaison. L'espace topologique 
quotient R(F,G)/G n'étant pas séparé, on le remplace par son plus gros quotient 
séparé 3^{F ,G) — R(F,G) //G, que l'on peut décrire de la manière suivante (voir 
section l5?n et I ParSl ). 

On considère l'action de G par isométries sur son espace symétrique (sans facteur 
compact) X associé. On note d„X le bord à l'infini de X. Une représentation p : F — > 
G est dite complètement réductible (cr) si pour tout a e d„X fixé par p, il existe 
j3 e dooX fixé par p et opposé à a (ie. joint à a par une géodésique dans X). Cette 
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propriété géométrique (introduite par J.P Serre IlSerrel ') est équivalente aux notions 
algébriques classiques de réductivité ou semisimplicité. 

L'espace ^(F,G) s'identifie alors naturellement au sous-espace Rci{r ,G)/G de 
R{r,G)/G formé par les classes de représentations cr. Cet espace est considéré de 
manière classique dans la littérature. Il est légèrement "plus gros" que le quotient 
algébro-géomé trique usuel (voir section lSTl i. 

On s'intéresse aussi plus spécialement au sous-espace ^ffi{r,G) de ^(F,G) 
formé des classes de représentations fidèles et discrètes. 

Quelques exemples. Si F est le groupe fondamental d'une surface E connexe orien- 
tée fermée, de genre ^ > 2, et G = PSL2(M), alors X est le plan hyperbolique H^, et 
l'espace de Teichmiiller .^'^ des structures hyperboliques (marquées) sur E s'iden- 
tifie naturellement à l'une des composantes connexes de ^{r,G), incluse dans 

^fd(r,G). 

Si r = TTi (E) et G = PSL„(R), alors d'après llHitl et IlLâbl la composante de Hit- 
chin de l'espace des modules de G-fibrés plats sur E est une composante connexe de 
^{r,G), incluse dans ^(i(F,G), et c'est une cellule de dimension {2g — 2)dimG. 
Pour n ~ 3 Goldman et Choï ont montré dans |ChGo| qu'elle s'identifie à l'espace 
des structures projectives réelles convexes (marquées) sur la surface E. 

Par contre, si F est un réseau irréductible d'un groupe de Lie H semisimple réel, 
connexe, sans facteurs compacts, de centre fini, avec rang(//) > 2, le théorème de 
super-rigidité de MarguUs MMarl entraîne que l'espace ^(F,SL„(C)) est fini pour 
tout n (voir aussi fBassl). 

Les réseaux des groupes de Lie réels semisimples (connexes, sans facteurs com- 
pacts, de centre fini) H de rang 1 non localement isomorphes à PSL2(M) (comme 
SOo(n, 1) pour n > 3) n'ont pas de déformations non triviales en des réseaux dans 
H par les résultats de rigidité de Mostow HMosI . Par contre ils ont dans certains cas 
de riches espaces de déformations fidèles et discrètes dans d'autres groupes G, cor- 
respondant par exemple aux structures conformes (G = SOo(n + 1 , 1 )) et projectives 
réelles (G ~ PGL„+i (E)) marquées sur une variété M de groupe fondamental F (voir 
par exemple lIJoMil ). 

Objectif. W. Thurston a construit une compactification de l'espace de Teichmiiller 
(voir par exemple IFLPI ). Plus généralement, Morgan et Shalen (voir flMoShI . MMorl . 
HChil ) puis Bestvina BBesl et Paulin IPauU . ont généralisé la compactification de 
Thurston pour ,S^{à{F,G) avec G = SOo(n, 1). Les points du bord proviennent d'ac- 
tions de F sur des arbres réels, à "petits" (i.e. virtuellement cycliques) stabilisateurs 
d'arêtes. L'un des outils fondamentaux est le spectre marqué des longueurs. 

Le but de ce travail est de généraliser cette compactification pour G de rang 
supérieur ou égal à 2. La possibilité d'une telle compactification a été envisagée aupa- 
ravant par de nombreuses personnes (Gromov, Paulin |Pau2|, Kleiner-Leeb, . . .). En 
rang supérieur ou égal à 2, il convient de remplacer les arbres réels par une catégorie 
plus générale d'espaces métriques, les immeubles affines, ou encore euclidiens. Ex- 
pliquons maintenant plus en détail le résultat présenté dans cet article. 

Pour compactifier J^{F ,G), on introduit (en section|4|i un raffinement de la no- 
tion de longueur de translation, le vecteur de translation. On se fixe une chambre de 
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Weyl fermée £ de X. On considère la projection naturelle 5 :X xX — > £, qui raffine 
la distance usuelle. Le vecteur de translation v{g) G £ de ^ G G est l'unique vecteur 
de longueur minimale dans l'adhérence de {ô{x,gx), x G X}. Algébriquement, c'est 
la "projection de Jordan" de g |Ben|. Pour G = SL„(K), cet invariant de conjugaison 
est égal à la suite décroissante des logarithmes des modules des valeurs propres de g. 
On considère l'application suivante 

y. J"(r,G) — > 

[p] ^ vop ■ 

— r — r — r 
SoitP£ le projectifié de £ , c'est-à-dire l'espace topologique quotient de £ — {0} 

par multiplication dans et P : £^ — {0} — > P£^ la projection canonique. On 
démontre alors le théorème suivant (voir théorème 15 . 21 pour un énoncé plus précis). 

Théorème 1 L'application continue 

Por : jr(r,G)-r"'(o) — >p£^ 

induit une compactification ^{F ,G) de ^{F ,G), dont le bord doc^{F ,G) C P£^ 
est formé de points de la forme x = [vop], où p est une action de F sur un immeuble 
affine (pas nécessairement discret), sans point fixe global. 

L'action du groupe Out(F) des automorphismes extérieurs de F sur ^{F,G) 
s' étend naturellement à <^(F,G). 

Si F n'a pas de sous-groupe d'indice fini possédant un sous-groupe abélien dis- 
tingué infini (par exemple si F est un sous-groupe discret fortement irréductible de 
SL„(K)), alors le sous-espace ^^^{F ^G) des classes de représentations fidèles et 
discrètes est un fermé de ^(F,G) (section lOT i. La compactification de ^{F,G) 
construite induit donc une compactification naturelle ,!%fà{F,G) de â^fd{F,G). Dans 
ce cas, F. Paulin a démontré que les actions p dont proviennent les points du bord 
sont à stabilisateurs de germes d'appartements virtuellement résolubles IPau3J . 

En particulier, lorsque F est un groupe de surface et G = PSL„ (R), ceci donne une 
compactification de la composante de Hitchin. On a étudié dans |Parl | des exemples 
de dégénérescences de structures projectives réelles (cas où n = 3) par pliage, et 
calculé les spectres limites correspondants. 

Sur la structure de la preuve. Les actions sur des immeubles affines sont obtenues 
par passage à des cônes asymptotiques, comme dans pPauS] et fKaLe] . L'essentiel 
de la difficulté consiste ici, premièrement, à démontrer la continuité du vecteur de 
translation par passage à un cône asymptotique (Prop. 14.4b . et deuxièmement, que le 
spectre limite obtenu est non nul, fait crucial pour cette compactification. 

Cette dernière propriété est obtenue en utilisant un modèle algébrique pour le 
cône asymptotique. On peut en effet voir l'action limite comme provenant d'une 
représentation p : F — > SL„(K(u), agissant sur son immeuble de Bruhat-Tits, où 
Kio est un corps valué, ni localement compact, ni à valuation discrète, obtenu à partir 
de M par un procédé de passage à un cône asymptotique (en utilisant un ultrafiltre co). 
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Cette construction est détaillée dans la section |3] La non nullité du spectre découle 
alors de l'absence de point fixe global par iPar3ll . 

On obtient également les résultats analogues dans le cadre des groupes réductifs 
sur les corps locaux non archimédiens. 

2 Préliminaires 

Cette section est consacrée à des préliminaires géométriques. On introduit les nota- 
tions utilisées et on rappelle ou on établit les propriétés dont on aura besoin, d'abord 
pour les espaces métriques CAT(O) (section |2?TJ, puis plus spécifiquement pour les 
espaces symétriques et les immeubles affines (section l2!2] i. Enfin on rappelle la notion 
de cône asymptotique d'un espace métrique et les propriétés des cônes asymptotiques 
des espaces symétriques et des immeubles qu'on utilisera (section l23T l. 

2.1 Espaces métriques CAT(O) 

Dans cette section X est un espace métrique CAT(O). On renvoie à IIBrHal comme 
référence générale. Etant donnés x,y £X, on notera [x,y] ou bien xy l'unique segment 
géodésique joignant x à y. Etant donnés x,y,z G X avec y,z ^ x, on notera <x{y,z) 
l'angle de comparaison en x entre y et z, et <xiy,z) l'angle en x entre y et z- 

L'espace X se décompose canoniquement en produit Xq x X', où Xq est eucli- 
dien et X' est un espace métrique CAT(O) sans facteur euclidien. Les isométries de 
X préservent cette décomposition |BrHa Thm II. 6. 15]. On appellera Xq le facteur 
euclidien (maximal) deX. 

Le groupe ls{X) des isométries de X est muni de la topologie de la convergence 
uniforme sur les bornés (qui est métrisable). Lorsque X est propre (i.e. si ses boules 
fermées sont compactes) ls{X) est localement compact, et agit proprement sur X 
(c'est-à-dire que si x E X et M >0, alors {g £ ls{X), d{x,gx) < M} est un compact). 

Faisceaux. Soit r : R — > X une géodésique. Le faisceau Fr est la réunion des géo- 
désiques parallèles à r. C'est un sous-espace convexe et il se décompose IIBrHal Thm 
II. 2. 14] canoniquement en un produit C, x r, où C,- C X est un convexe et {x} x r est 
une géodésique parallèle à r pour tout x e C,-. Si X est complet, alors F,- et Cr aussi. 

2.1.1 Déplacement et longueur de translation llBrHa\ II.6]. 

Soit g Els{X). On appelle fonction de déplacement de g la fonction convexe 

dg : X ^- R+ 
X i— d{x,gx) 

et longueur de translation de g le réel positif 

^{g)=''^^ldg(x). 
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L' ensemble minimal de g est le convexe fermé (éventuellement vide) 

Mm{g) = {xeX, d{x,gx) = l{g)} . 

On dit que g est semi-simple si Min (g) ^ 0, parabolique sinon. Dans le premier cas, 
ou bien si t{g) = et § possède un point fixe (g est alors dite elliptique) ou bien 
i{g) > 0, et translate alors une géodésique {g est alors dite axiale). 

Si g envoie une géodésique r sur une géodésique parallèle, alors le faisceau /v = 
C, X r est stable par g et g agit dessus comme {g' ,t) où G Is(Cr) et f S M désigne la 
translation r{s) i— >■ r{s + 1) de r. On a alors Min(g) = Min(g') x r C F,- et 

= (1) 

On montre facilement que pour tout x G X la limite lim^-^+oo jd(x,g^x) existe et 
ne dépend pas dex€X (voir MBrHal II. 6. 6]). Comme jd{x,g''x) < pour tout k, 
on a de plus 

lim jdix,g''x)<i{g) (2) 

avec égalité si g semisimple. 

On obtient aisément les propriétés suivantes. 

Lemme 2.1 Soit gk ~> g dans ls{X). 

1. On a dgi^ — > dg uniformément sur les bornés de X. 

2. (semicontinuité) On a limsupi^£(gk) < £{g). 

3. Soit M l'ensemble des valeurs d' adhérence des suites {xk)^ dans X telles que 
Xk e Mm{gk) pour tout keN. Alors M C Mm{g). 

En particulier, si X est propre et si Min{gk) est non vide et reste à distance bornée 
de XQ G X fixé, alors quitte à extraire Mm{gk) converge (pour la topologie de Haus- 
dorjf pointée I .Gro2] ) vers un sous-ensemble non vide N de Min(g). En particulier g 
est semisimple et £{g) = limk£{gk). □ 

2.7.2 Borda l'infini. 

On suppose désormais X complet. On notera dooX le bord (à l'infini) de X et X = 
X U dooX. Si r : M+ — > X est un rayon géodésique, on note r{°a) le point de dooX 
défini par r, qu'on appellera V extrémité de r. 

Définition 2.2 (Ombre Ox{y^D) d'une boule) Soit x <eX. Pour tout y G X, et pour 
tout D > 0, on notera (9;i(3',D) V ombre vue du point x de la boule B{y,D), c'est-à-dire 
l'ensemble des r{+°o), où r est une géodésique issue de x telle que d{y, r) < D. 

L'espace X est muni de la topologie des cônes MBrHal II. 8. 6]. L'action de ls{X) 
s'étend continûment sur X. Soient EX. Pour x GX, on notera <x{£, ,£,') l'angle 
en X entre ^ et On notera <t(^ j^') = ^^Pxgx '^^^(.^ j '3') S angle de Tits, qui est une 
métrique sur dooX (voir II 9.4 et 9.5 dans IBrHall ). Si ^ + et ^ ^ sont les deux extrémités 
d'une géodésique r, on dira que ^ + et ^ ^ sont opposés et on notera F^-^+ =Fr (alors 
<T(<^-,<^+)-;r). 
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2.1.3 Quelques propriétés des isométries relatives au bord à l'infini. 

Proposition 2.3 (Points fixes à l'infini d'une isométrie axiale) Soit g e Is(X) trans- 
latant (non trivialement) une géodésique r. Notons t,^ = r{—°°) et t,^ ~ r{+o°). Si 
g fixe t, € doaX, alors <x(i^^, ^) + <t(^ ,^^) = ^- En particulier, si t, est opposé à 
t,^ , alors t, — E,^. 

Démonstration On a <t(^ ^ , ^ ) = lim <r{t) : ^ ) quand t — > — oo, voir BBrHal Prop. 
II. 9. 8]. Notons t = £{g), et x = r(0) et y = r{£). En faisant agir g" pour n G Z 
on obtient que <,{^-,^) = <y{^- A) = <t(<^",<^) et <t(<^,^+) - <x(<^,<^+). Or 
<.,-(^-,^) + <;r(^,^+) > n et<^{^,y) + <y{x,^) < tt, ce qui conclut. □ 

Définition 2.4 (Points attractif et répulsif) On dira que g £ ls{X) a des points 
fixes attractif et répulsif à l'infini s'il existe G dooX opposés (nécéssairement 

uniques) tels que pour un (tout) x G X on ait g'^x — > ^ + et g^'^x — > E,^ quand k — > +°°. 
Alors ^ + et sont clairement fixés par g. 

Remarque 2.5 Si g est axiale, alors les extrémités d'un axe de g conviennent. Si X 
est un immeuble affine complet, ils existent donc dès que t{g) > par le théorème 
12.141 On verra que c'est également le cas lorsque X est un espace symétrique de type 
non compact (proposition 12. 15l l. 

Proposition 2.6 Soit g G ls{X) fixant deux points opposés B,^ et dans doaX. On 
note g — {g' ,t) la décomposition de g sur F ~ F^-^+ = CxM. 

Si on a t — £{g), ou, de manière équivalente par (Q, si t > et £{g') — 0, alors g 
a des points fixes attractif et répulsif à l'infini, et ce sont ^+ et B,^ . 

Démonstration Soitx = (x',0) dans F. Alors -^d{g''x, {x' ,kt)) — ■^d{x' , {g')''x'), qui 
tend vers cm- £{g') —0 par (|2]l. Donc g^x — > + et g^'^x — > ^ ^ quand k — > +°°. □ 

Proposition 2.7 Soit g ayant des points fixes attractif et répulsif à l'infini. 

Pour tout X € Fg et tout D > 0, pour tout voisinage V de B,^ dans dooX on a pour 
k suffisamment grand 

g'{0^-ix,D))cV 
En particulier, est le seul point fixe de g dans d„X qui est opposé à 

Démonstration Soitx eF^-^+ etD>0. Soit V un voisinage de (^+ dans do^X. Suppo- 
sons par l'absurde qu'il existe une suite {£,ii)k dans 0^-{x,D) et une suite croissante 
{nii)ii d'entiers avec —g"''^k ^ V pour tout A;. Soity^. dans -F^-^ tel que d{x,yii) < D. 
Comme g"i'x — >■ on a aussi g"''yk car d{g"''yk,g"''x) < D. Par conséquent 

<x{^^,g"''yk) ~)-Oet <A^',g"''yk) n. On en déduit que <^rky^{x,B,-) 0, puis 
que <^ky^{x,t,l) n (car <^ky^{E,- = n), puis que <x{g"''yk,^'k) 0. Comme 
<,(^ + , ^;) < M^ + ,g"^yk) + <Â8"'yk,^'kl on a <,(^ + , ^ et ^ contra- 
diction. □ 

Proposition 2.8 Soit g G AxLt{X) fixant deux points opposés ^ + G dooX. Notons 
(g' ,t) la décomposition de g sur F — F^-^+ = C x R. On suppose que g possède des 
points fixes attractif et répulsif t,^ et t,^ dans doaX. Alors G daoF et 

tan«T«+r))<^ 
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Démonstration Soit x E F. Comme ^+ — lim„^+oog"x et g{F) = F, on a ^+ g docF. 
De plus <t(i?+,^ + ) = <x(^ + ,^+) = lim„^+oc<.v(g"x,^ + ) et pourx = (^,0) on a 
tan(<,(g"x,^+)) = ^d{x\ ig'rx'). Or lim„^+„ i^/lx', {g')"x') < e{g') par @. □ 

2.2 Espaces symétriques et immeubles affines 
2.2.1 Généralités 

Espaces symétriques. Les espaces symétriques considérés dans cet article sont sans 
facteurs compacts. On renvoie à LHelJ et |Ebe| comme références générales. 

Soit X un espace symétrique. Rappelons que X est une variété riemannienne 
complète simplement connexe, à courbure sectionnelle négative ou nulle. En particu- 
lier X est un espace métrique CAT(O) complet et propre, et on reprendra les notations 
de la section im 

On note Xq le facteur euclidien X X — Xq x X' la décomposition corres- 
pondante. On appellera groupe des automorphismes de X et on notera G — Aut(X) 
la composante neutre du sous-groupe des isométries de X agissant par translation 
sur Xq. Le groupe G agit proprement et transitivement sur X et c'est un groupe de Lie 
réel. On a G = Go X G' où Go Aut(Xo) = (M*, +) (avec k = dimXo) et G' = Aut(X') 
est semisimple de centre trivial. 

Si r est une géodésique de X alors /v et Cr sont des sous-espaces totalement 
géodésiques de X. 

Si X' est un sous-espace totalement géodésique de X, alors X' est un espace 
symétrique sans facteur compact, et la composante neutre de Sx.abQ{X') agit sur X' 
par automorphismes, transitivement. 

On fixe un plat (sous-espace totalement géodésique euclidien) maximal (pour 
l'inclusion) A de X. Les restrictions à A des éléments de G seront appelés plats 
maximaux marqués de X. 

Immeubles affines. Les immeubles affines considérés dans cet article sont métriques, 
pas nécessairement localement compacts, ni discrets, c'est-à-dire qu'ils n'admettent 
pas nécessairement de structure de complexe (poly)simplicial |Tit|. Pour leur défini- 
tion, on renvoie à IIPar2l . où elle est étudiée en détail. On reprendra le vocabulaire et 
les notations de cet article, auquel on renvoie également pour les propriétés utilisées 
et non démontrées ci-dessous (notamment pour l'équivalence avec la définition de 
Kleiner-Leeb BKLLeL dont on aura besoin pour le théorème l2.20l l. 

On se fixe un espace vectoriel A euclidien de dimension finie et un groupe de 
réflexions fini W agissant sur A (c'est-à-dire un sous-groupe fini d'isométries vecto- 
rielles de A, engendré par des réflexions). On fixe également une chambre de Weyl 
fermée £ de A. Soit W un groupe de réflexions affine de type (A, W), c'est-à-dire un 
sous-groupe d'isométries affines de A, de projection vectorielle W, tel qu'il existe a 
dans A tel que W = TWa, où Wa fixe a et 7" est un sous-groupe de translations de A 
(ou, de manière équivalente, engendré par des réflexions affines). 

Soit X un immeuble affine, modelé sur (A, W). On note jz/ son sytème d'appar- 
tements marqués aussi appelés plats maximaux marqués. Un automorphisme de X 
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est une bijection de X dans lui-même qui préserve jz/. On rappelle que {X,d) est un 
espace métrique CAT(O) (pas nécéssairement complet). 

Sous-immeubles. On dira qu'un groupe de réflexions {A' ,W') est un sous-groupe de 
réflexions de (A, IV) si A' est un sous-espace affine de A et les éléments de W' sont 
les restrictions à A' d'éléments de W stabilisant A'. On dira alors qu'un immeuble 
{X' modelé sur (A',W') est un sous-immeuble de X si X' C X et si les apparte- 
ments marqués de X' sont les restrictions à A' d'appartements marqués de X. Alors 
X' est un sous-espace convexe de {X,d). 

Par exemple, si X est un produit d'immeubles (X,-,^) modelés sur (A,-,H^), on 
vérifie facilement que les facteurs sont des sous-immeubles de X. Un autre exemple 
de base est le suivant. Soit r une géodésique de X, incluse dans un appartement (ce 
qui est toujours le cas si £/ est le système d'appartements maximal) et X' = F, . Alors 
X' est la réunion des appartements de X contenant r{+°o) et r(— 0°) dans leur bord à 
l'infini. Soit m e A un vecteur tel que r est égale à f 1— > f{a + tu) pour un plat maximal 
marqué / : A — > X de X et un a G A. Soit W' le sous-groupe des éléments de W fixant 
(vectoriellement) u. On peut démontrer (par exemple en suivant fKlLe! prop. 4.8.1]) 
que X' est un sous-immeuble de X modelé sur (A, W'). Les plats maximaux marqués 
de X' sont les plats maximaux marqués / : A — > X de X tels que 1 1-^ f{tu) est une 
géodésique parallèle à r. 

2.2.2 Espace associé à un groupe réductif 

Soit K un corps valué, ou bien égal à M ou C, ou bien ultramétrique. 

Groupe réductif sur K. Soit G un groupe algébrique linéaire connexe réductif défini 
sur K. On peut supposer que G est un sous-groupe algébrique défini sur K de SL„. 

Dans le cas où K M, on suppose que G est un sous-groupe fermé de G(R) 
contenant sa composante neutre G(M)''. Si IK 7^ K, on suppose que G = G(K) 

Le groupe G est muni de la topologie induite par celle de K. C'est un groupe 
topologique métrisable, à base dénombrable, localement compact si K l'est. 

Espace symétrique associé à un groupe réductif archimédien. On suppose que K = M 
ou C (notons que, si K = C le groupe G est le groupe des points réels du M-groupe 
réductif connexe H_ obtenu à partir de G par restriction des scalaires). 

Soit K un sous-groupe compact maximal de G. Alors l'espace homogène X — 
G/K est un espace symétrique sans facteur compact, dit associé à G, pour toute 
métrique riemannienne G-invariante surX (cela découle de l'existence d'une involu- 
tion de Cartan de {G,K), voir [Bor 24.6(a)] et BHell ). Le groupe G agit proprement, 
transitivement, par automorphismes, sur X. 

Immeuble d'un groupe réductif non archimédien l[BrTil\\BrTi2]l . On renvoie par exemple 
à URoul pour plus de détails. On suppose que IK est ultramétrique et que les hy- 
pothèses de flBrTi2l 4 ou 5] sont satisfaites. Rappelons que c'est notamment le cas 
dans les deux situations suivantes : 

- G est déployé sur le corps K (par exemple G = SL„). 
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- K est à valuation discrète, hensélien (par exemple complet), de corps résiduel 
parfait (par exemple fini). 

On peut alors construire l'immeuble de Bruhat-Tits (élargi) X = ^(G,K) de G 
sur K. C'est un immeuble affine, pas nécessairement discret ni complet. Le groupe 
G agit continûment, par automorphismes de X, transitivement sur les appartements 
marqués, cocompactement smX. Si K est un corps local, alors X est propre et l'action 
de G sur X est propre llTit2l 2.2]. 

2.2.3 Type des segments 

On suppose désormais que X est un espace symétrique ou un immeuble affine (voir 
section l272b et on note G = Aut(X). On fixe une chambre de Weyl fermée £ du plat 
modèle A. C'est un domaine fondamental strict pour l'action du groupe de Weyl 
(vectoriel) W sur A. On note : A — > £ la projection correspondante, qui à un 
vecteur dans A associe son type dans £. On note v°pp = 0(— v) type opposé à y € £. 

Si x,y G X, il existe un unique vecteur de £, appelé le type du segment xy (ou la 
^-distance de x à y) et noté ô{x,y) ou ôxy, tel qu'il existe un plat maximal marqué 
/: A — >X, et deux points A et B de A, avec /(A) f{B) ^yetAÈ — ô{x,y). On a 
clairement ||5(x,3')|| —d{x,y) et ô{y,x) — 5(x,3')°pp pour tous x, y de X. Les automor- 
phismes de X préservent le type des segments. Dans le cas des espaces symétriques 
G agit transitivement sur les segments de type donné. 

Remarque 2.9 Lorsque X est l'espace associé à un groupe réductif G sur un corps 
local (voir section 12.2.21) . si K est un sous-groupe compact maximal de G et xq £X 
est le point fixé par K, alors, pour g dans G, le vecteur ô{xo,gxo) S £ s'identifie à la 
projection de Cartan de g associée à K (voir par exemple MBenl 1.1 et 2.3]). 

On renvoie à MPar4l pour de plus fines propriétés du type des segments. On utili- 
sera la propriété suivante. 

Proposition 2.10 hPar4\l Le type est l-Lipschitz en chaque coordonnée, plus préci- 
sément pour tous x^y^x' ,y' de X, on a 



ô{x,y)-Ô{x',y')\\<d{x,J) + d{y,y') 



En particulier, 5 :X x X 



£ est continue 



□ 



Etant donné g € Aut(X), on note ôg l'application continue 




X — >e 

X I— ô{x,gx) 



On utilisera la propriété suivante, qui découle de la proposition 12. 101 



Proposition 2.11 Soit gk~^ g dans Aut(X). Alors ôg^. — > ôg uniformément sur les 
bornés. □ 
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Propriétés fonctorielles. Si X est euclidien, alors K~X,W ^ {id}, £ = A = X, et 
ô{x^y) = pour tous x, y X. Si X =X\ x X2 est un produit de deux espaces 
symétriques ou immeubles affines Xi. Alors A = Ai © A2 où A; est un plat maximal 
de Xi, W = Wi X W2 où Wi est le groupe de Weyl de A,-, et £ = £1 + £2 où est une 
chambre de Weyl fermée de A,-. Les plats maximaux marqués / : A — > X sont de la 
forme / = (/i , /2) où fi : A, — > Xi est un plat maximal marqué. Si 5; : Xi x Xi — > C,- 
est le type des segments de Xi, on a 

= ôi(xi,yi) + 52(^2, ^2) (3) 

pour tous X = (xi , JIC2) et y = (yi ,^2) de X. 

Soit X' un sous-espace symétrique ou un sous-immeuble de X. Soit A' un plat 
maximal de X' , et w' son groupe de Weyl, et £ une chambre de Weyl fermée de 
A'. Alors A' s'identifie à un sous-espace totalement géodésique de A, et les éléments 
de W sont des restrictions à A' d'éléments de W stabilisant A'. Par conséquent, si 
ô' :X' y. X' — > £ est le type des segments de X' , on a 

8 = @oô' (4) 

en restriction à X' x X' . 

Type de direction. Notons (9 A l'ensemble des vecteurs unitaires de A, identifié à 
l'ensemble des demi-droites de A, muni de la distance angulaire, et (9 : A — > dA 
la projection correspondante. Pour T, t' G (3£ (qui est l'ensemble noté 4,„o£/ dans 
[KlLe]), on note D(t, t') l'ensemble fini des angles possibles entre v et v' de dA de 
types respectifs T et t'. 

Si X est un immeuble affine, alors il y a rigidité des angles IKlLel 4. 1 .2] : pour 
tousx,y,z e X avec y, z 7^ X on a <x{y,z) & D{x,x') avec x — d8{x,y) et x' = dô{x,z). 

Le type (de direction) @r d'une géodésique (ou d'un rayon) r est d8{r{s),r{t)) 
pour tout s <t. Deux géodésiques parallèles ont même type. Les automorphismes de 
X préservent le type des géodésiques. 

Dans le cas des espaces symétriques, le stabilisateur Stab(3(x) dans G de x e X 
agit transitivement sur les géodésiques de type donné issues de x. 

2.2.4 Structure du bord à l'infini 

On suppose que X est un espace symétrique ou un immeuble affine complet. 

Type d'un point à l'infini. Deux rayons géodésiques asymptotes ont même type. On 
peut donc définir le type (noté également 0) dans (9£ des points de d^X. Notons 
{d^X)x le sous-ensemble des points de dooX de type X € d€.. 
L'action de Aut(X) sur dooX préserve le type des points. 

Dans le cas des espaces symétriques l'action de G sur d^X est transitive sur 
(5ooX)t pour tout X E (9£, et si ^ s doJC, alors {dooX)-^ = s'identifie à la variété 
G/P, où f est le sous-groupe parabolique StabG(^ ) de G. 

Si X est complet, son bord do^X muni de la distance de Tits (donnée par <t) 
est isométrique à la réalisation géométrique modelée sur {dA,W) IIPar2l section 
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2.6] d'un immeuble sphérique. Les chambres de cet immeuble sont les bords des 
chambres de Weyl de X, et ses appartements sont les bords des plats maximaux 
de X. Si € dooX, il existe un plat maximal A de X tel que G dooA, voir 
IIËbël 2.21.14], llPâj2l 1.2, (A4)]. Pour tout x e A, on a <x(^,^') = <t(^,^') e 
Z)(0(^),0(^')). En particulier si <i{^,^') — n, alors ^ et ^' sont opposés. 

Dans le cas des espaces symétriques Aut(X) agit transitivement sur les couples 
de points du bord opposés, de types donnés. 

Points visuellement presque opposés. Si X est un immeuble affine, si ^ ^ , ^ + G dooX 
sont visuellement presque opposés en x £ X, alors ils sont effectivement opposés 
en X : plus précisément, en notant T et t°pp les types respectifs de et si 
<x{^^ ,^^) > max(D(T, T°PP) — {7t}) alors x£F^-^+ (par rigidité des angles). 
Dans les espaces symétriques on a la propriété analogue plus faible suivante. 

Proposition 2.12 Soit z <E d€et t°pp le type opposé. Pour tout D>0, il existe e > 
tel que pour tous ^ ^ , ^ + G daoX de types respectifs T et T°PP, et pour tout x £ X, si 
<,(^",^+) > K-e alors d{x, F^-^+) < D. 

Démonstration Sinon il existe D > et pour tout A: G N un point x^. G X et , 
dans d^X de types respectifs Tet T°pp tels que <xt(^i , ^i^) et d{xk,F^-^+) >D. 
Pour k assez grand, Fc-c+ est non vide (car <:c(^^,^ + ) > max(D(T, T°pp) — {tt}) 
implique <t{^^ ,^^) = 7t). Soity,;. la projection dex^. sm Fk-c+. Quitte à appliquer 

^k ^k 

des automorphismes, on peut supposer que les suites y^., et sont constantes, 
respectivement égales a. y, et Soit Zk G [xk,y\ tel que d{zic,y) — D. On a 
<.kiy^^l)<<zkiyA-) < f et<,,(3;,^ + ) <<,,{yA+) < f • Comme <,,(^-,^+) < 
<vj,(y,^ ) + <x^(y,^+), on a donc <,Jy,^ ) -> f ainsi que <-,{y,^ + ) -> f . Quitte 
à extraire on a z^^ ^ z avec d{z,F^-^+) = D > Q et <^^((^^,(^ + ) = n, impossible. □ 

Ombres vues de l 'infini. 

Proposition 2.13 Soit B, G dooX et r une géodésique telle que r(+oo) = B,. Notons 
B,^ — r{—°°). Les ombres 0^-{r{t),D), avec f G M ef Z) > 0, forment une base de 
voisinages de B, dans {doaX)^, où T est le type de B,. 

Démonstration On a clairement toujours O^- {r{t),D) C {d^Xj^. Soit x — r(0). Les 
ombres Ox{r{t),D), avec f G et D > 0, forment une base de voisinages de B, dans 
docX, par définition de la topologie des cônes. Soient t G M!j_ et D > 0. On vérifie 
facilement que 0^-{r{t), jD) C Ox{r{t),D). Soit e > donné par la proposition 
I2l2l Soit < D' < tan(e) t. Alors Ox{r{t),D') n (d^X)^ est inclus dans O^- {r{t),D). 
En effet si B,' est dans Ox{r{t),D')r\GB,, alors 

<x(KO><^') < <.v(KO,^') < arctan(D'A) < e 



D'après la proposition l2.12l comme ^' est de même type que ^ et ^ de type opposé, 
on a alors d{x,F^-^i) < D, c'est-à-dire ^' G Ox{r{t),D). □ 
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2.2.5 Isométries 

Dans les immeubles affines complets, on a le résultat suivant (qu'on utilisera de 
manière cruciale en section |4|. 

Théorème 2.14 hPar2\ Théorème 4.1]) Soit X un immeuble affine complet. Il existe 
K >0 tel que pour tout g € Aut{X) et pour tout x CzX, ona d{x,Mm{g)) < Kd{x,gx). 
En particulier g est semisimple. 

Dans les espaces symétriques, la situation n'est pas si simple mais la décomposi- 
tion de Jordan va nous permettre d'établir quelques propriétés dont on aura besoin en 
section |4] 

On suppose désormais que X est un espace symétrique. 

Décomposition de Jordan. On renvoie à IIEbel 2.19] pour plus de détails et pour 
le rapport avec la décomposition de Jordan usuelle dans le groupe linéaire, via la 
représentation adjointe de G = Aut(X). 

Si r est une géodésique de X et f G M, il existe g ^ G, appelé transvection le long 
de r de longueur f, réalisant le transport parallèle le long de r de r{s) à r(s + f), voir 
llHëîl IV, thm 3.3 et remarque]. Si f ^ on a Min(g) = /v- De plus lIEbël Prop. 4.1.4] 
le centralisateur Z^g) de g dans G agit transitivement sur Min(^). On dit que g G G 
est hyperbolique si g est une transvection |Ebe,, 2.19.21]. 

On dira que g e G est unipotent si l'adhérence de sa classe de conjugaison dans 
G contient l'identité lEbel 2.19.27]. Alors on a clairement £{g) = 0. 

Pour tout g e G, il existe une unique décomposition g = heu dans G, appelée la 
décomposition de Jordan de g, telle que e,hetu sont respectivement elliptique, hyper- 
bolique et unipotent, et commutent deux à deux |Ebe, 2.19.24]. On vérifie aisément 
que si h = id alors £{g) ~ 0. 

Isométries des espaces symétriques. Soit g € Aut(X). Soit g = heu la décomposition 
de Jordan de g. Notons ç =eu et Fg — Mm{h), qui est stable par h, e et u. Si £{g) > 
on note r une géodésique translatée par h (alors Fg — Fr). 

Proposition 2.15 On suppose que £{g) > 0. restriction à Fg = Cr x r on a h ~ 

{id,£{g)), (p = ((f>,0) et g = {(p,£{g)). En particulier £{g) — £{h) et g possède des 
points fixes attractif et répulsif à l'infini, qui sont les extrémités de r. 

Démonstration Sur Min(/î) = /v on a /î = (id,^(/i)) avec £{h) > 0, ^ = {(p',t). On a 
alors = £{(p) = y/£{(p')'^ +t^, donc f = et ^' = (jo sur Cr- On a donc g = {(p,£{h)) 
sur Fg, donc £{g) = ^ £((p')'^ + £(Kf- — £{h). On conclut par la proposition l2.6l □ 

On aura besoin en section |4] de contrôler la distance à Min(/î) en fonction du 
déplacement, avec le lemme suivant. 

Leirnne 2.16 Pour tout e >0 il existe rj >0 tel que si x gX vérifie dg{x) < £{g) + rj, 
et y est la projection de x sur Fg, alors 
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1. d{gy,hy)<e. 

2. d{x,Mm{h)) < e 

Démonstration C'est trivialement vrai si £{g) — 0, car alors h = id et Fg = Min(/i) = 
X. Supposons que i{g) > 0, et soit e > 0. Le point [T] découle de dg{y) < dg{x) et 
dg{y) = \/t{gf+d{gyMf (proposition |2?T5]l. 

Pour le point 12] on raisonne par l'absurde. Sinon il existe une suite x^. e X telle 
que dg{xii) —>■ £{g) et d{xii,Mm{h)) > e. On note y/^ la projection de x^. sur Min(/î). 
Alors d{hyii,gyii) — 0. Fixons y e Min(/î). Comme le commutateur ZQ{h) de h agit 
transitivement surMin(/z), on peut choisir e Zg(/î) telle que Zkyk — y- Soitx^ — ZkXk 
et gk = ZkgZk^^ ■ Alors gky — hy. Soit le rayon géodésique issu de y et passant par 




x'i^, et r[ = Alors quitte à extraire rk—^r avec r orthogonal à Min(/2) en y, et /-[ ^ 
r' avec r' orthogonal à Min(/!) en hy. Pour < f < e fixé et k suffisamment grand, on 
aiigk) <d{rkit)yi^it)) <dixlgkx'i^). Or i{gk) ^ £{g) etd{xlgkx'i^) ^dg{xk) ^ £{g). 
On a donc J(r(?),r'(f )) = = d{y,hy). Par conséquent, la géodésique passant par 
r(f ) et r'(f ) est parallèle à celle passant par y et hy, qui est translatée par h. On a donc 
r(f ) e Min(/i), ce qui est impossible car r est orthogonal à Mm{h). □ 



2.3 Cônes asymptotiques 

On renvoie par exemple à IKLLel 2.4] pour les résultats rappelés et non démontrés 
dans cette section. 

Ultrafiltres. Voir IBoul Ch. 1]. Dans tout cet article, (O désigne un ultrafiltre sur N, 
plus fin que le filtre de Fréchet. c'est-à-dire une mesure de probabilité finiment ad- 
ditive définie sur toutes les parties de N, à valeurs dans {0, 1}, nulle sur les parties 
finies. Une suite {xk)ke'M dans un espace topologique quelconque E admet x E E 
comme limite suivant l'ultrafiltre co (cû-limite) si pour tout voisinage V de x dans E, 
on a Xi ë y pour o-presque tout k. Cette limite est l'une des valeurs d'adhérences de 
la suite (x^.), et elle est unique si E est séparé. On notera alors lim^Xi —xouxk ~^io x. 
Une suite contenue dans un compact admet toujours une o-limite. Les co-limites des 
suites réelles sont prises dans le compact [— °o, +°°]. On dit qu'une suite Xk dans M. est 
OJ-majorée (resp. co-bornée) si lim^Xit < +°a (resp. si — oo < lim^x^ < +°°). On note 
=0, la relation d'équivalence "égalité o-presque partout". 
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Ultraproduits. On utilisera dans la section [3]le formalisme suivant. 

Si E est un ensemble, on notera E* son ultraproduit, c'est-à-dire l'ensemble des 
suites d'éléments de E, modulo =a. On note [[xj^]] la classe de la suite modulo 
=0). L'ensemble E se plonge canoniquement dans E* via les suites constantes. On 
identifiera E et son image lorsque cela n'engendre pas de confusion. Si £ et F sont 
deux ensembles et si {fk)ken est une suite d'applications de E dans F , on note [[/^]] 
l'application qui à [[xjt]] G E* associe e F* . 

Si F est un espace topologique compact, on note Mm^ft ■ E* — > F l'application 
[[xk]] '—^ ^^'^afki^k)- C'est la composée de lime, : F* — > F et de [[fk]]- 

Ultralimites d'espaces métriques pointés. Soit {Xk,dkT*k)kefi une suite d'espaces 
métriques pointés. On note 

X' = {(jc*:)*:GN e Y\^k I dk{*k,Xk) cst boméc} , 

keN 

l'ensemble des suites co-bornées. Il est muni de la pseudo-distance da définie par 
d(t){{xk),{yic)) — limiodk{xk,yk). Le quotient de X' par la relation "être à pseudo- 
distance da nulle" est un espace métrique {Xa),da)), pointé en *a) = [*k], appelé ultra- 
limite de la suite {Xk,dii,*ic)kef>i- Pour (x^) G X' , on note [jc^.] le point de Xa associé. 
Si Ai C Xk on note [A^] = {[xj^] ; (x^) e X' et yk,Xk G Aj^}. 

Proposition 2.17 L'espace métrique Xco est complet. hKlLe\ Lemma 2.4.2] □ 

Cônes asymptotiques d'un espace métrique. On se fixe désormais un espace métrique 
X, une suite g X, et une suite Xt G M^, avec Xk — >■ +°°. On se donne également 
un groupe G agissant par isométries sur X. Le cône asymptotique de X, suivant o, 
par rapport à la suite de points d' observation {*k)kefi st à la suite de scalaires [X]^)]^ 
est par définition l'ultralimite {Xa^dm^^m) de la suite d'espaces métriques pointés 
{Xi^,dk = Yf.di *k)kev- Remarquons que si X est euclidien, alors Xa, est isométrique à 
X (car il existe des applications de X dans lui-même envoyant un point donné sur 
et d sur 

Soit X' un autre espace métrique, et une suite *^ e X' . Notons le cône asymp- 
totique de (X', (*^), (A^.). Une suite d'applications isométriques fi^ : X' — !• X est 
dite ûJ-bornée si fk{*[) est ©-bornée dans X. Alors on peut définir son co-limite 
fa '■ X'g^ — > X(o, notée aussi [/t], par fa){[xk]) — [fk{xk)]- Elle est isométrique. 

En particulier, si X' = M, une suite ri^ : M — > X de géodésiques de X est OJ-bornée 
si la suite ■^£/(*<.,r<.(0)) est o-borné. Son a)-limite s'identifie à ra, : f i-> ri.{Xkt)] et 
c'est une géodésique de Xa,. 

On note G' l'ensemble des suites {gk)kef'! d'éléments de G telles que dk{-^k,gk*k) 
est ©-borné. Pour {gi^) e G', on note [gk] ■ [xk] H> [gkXk] l'isométrie associée de Xa,. 
On note Ga le sous-groupe de ls{X(o) formé par ces isométries. 

Cônes asymptotiques d'espaces CAT(O). On suppose désormais que X est CAT(O). 

Proposition 2.18 1. Le cône asymptotique Xoy est CAT(O). 
2. Les géodésiques de Xoy sont les (û-limites des géodésiques de X. 
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3. Pour tous Xfo = [xj^, — [y^] et Zm — [zk] dans Xm, on a 

<xio{yio,Zio) ^iim<^i^{yk,Zk) et <x„(ym,Za,)>\^^<x;,{yk,Zk)- 

4. Soit Kk une suite (û-bornée de géodésiques et ra, — [rk]. La projection orthogonale 
sur rco est la CO-litnite de la suite des projections orthogonales sur rk- 

Démonstration Le point[T]et|2]découlent du lemme 2.4.4 de IKlLeL 

La première assertion du point[3]est facile à voir en regardant les triangles de com- 
paraison dans le plan (car les angles sont inchangés par homothéties). La deuxième 
en découle. En effet soient = et z'^ = [4] ^^ec y[ €]xk,yk] et z[ Ç.]xk,Zk]- On 
a {y'k,z[) > <4 et <.^j {yk,Zk) = <xt {yk,Zk) pour tout k. Donc en passant à 

la limite suivant O) on a <x'^{y'o),z'o)) > i^ina,<xi^{yk,Zk)- On conclut en passant à la 
limite pour Xm et z'^ Xa. 

Le point|4] découle du fait que les angles augmentent (pointO. □ 

Bord à l 'infini. Il est clair que les ©-limites de rayons asymptotes restent asymptotes. 
A toute suite {^k)k dans dooX on peut donc associer un point i^o, = [i^^.] dans dcxXai, 
défini de la manière suivante. Soit rk une suite OJ-bornée de rayons de X tels que 
ik = rk{°°) et = [rk]- Alors E,^ = ra{°°). Tous les points de d^oX^, sont de cette 
forme. 

Longueur de translation. Le lemme suivant se vérifie aisément. 

Lemme 2.19 Soit gk une suite (û-bornée dans Is(X) et g a — [gk]. On a 
L lima, j-dg^ = dg^ 

2. Um„ l^i{gk) < iigco)- 

3. [Mm{gk)]cMm{g(o). 

4. Si j^d{*k,Mm{gk)) est co-bomé, alors Min{ga,) ^ ef lim^ j-f.^{gk) = ^{goi) O 

Cônes asymptotiques d'espaces symétriques et d'immeubles. On suppose dorénavant 
que X est ou bien un espace symétrique, ou bien un immeuble affine, et que G est un 
sous-groupe fermé du groupe des automorphismes de X. On se fixe un plat maximal A 
de X, de groupe de Weyl W et une chambre de Weyl £ de A. Une suite fk : A — > X de 
plats maximaux marqués est O-bornée si la suite fk{0) l'est, et son co-limite est alors 
l'application isométrique [fk] : A — >■ Xa, a !—> [/i:(Ai^a)]. On note £/(o l'ensemble 
des o-limites des suites o-bornées de plats maximaux marqués de X. 

Théorème 2.20 (Kleiner-Leeb flKlLel ) Le cône asymptotique Xa,, muni du systè- 
me d'appartements marqués s/a,, est un immeuble ajfine complet, de type (A,W). 
Le groupe Ga, agit sur Xo, par automorphismes. Si G agit cocompactement sur X, 
alors Gû) agit transitivement sur Xq,. Si G agit transitivement sur les plats maximaux 
marqués de X, alors Ga, agit transitivement sur s/a,- n 

On termine par deux propriétés du type des segments dont on aura besoin par la 
suite, et qui se vérifient aisément. 
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Proposition 2.21 Pour tous Xm — [xj.] et yoy — [y/^] de X^, on a dans £ 

□ 

Proposition 2.22 Soit ro une géodésique de X®. // existe une suite {rj^) (û-bornée de 
géodésiques de X de type constant ©(r^) telle que [r^-] = ro. Si G agit cocompac- 
tement sur X et transitivement sur les plats maximaux marqués de X, alors Gm agit 
transitivement sur les géodésiques de Xoy de type donné. □ 

3 Cônes asymptotiques d'espaces symétriques : Modèle algébrique 

Soit K un corps valué ou bien égal à M ou C ou bien ultxamétrique (la valuation n'est 
alors pas nécessairement discrète). On note | | la valeur absolue de K. On note X{K) 
ou X l'espace associé à G = SL„(K) (voir section l2".2.2l i. 

Cette section est consacrée à montrer que tout cône asymptotiquedeX(IK) s'iden- 
tifie à X (K(u ) (théorème l3.21l ). pour un corps valué non archimédien ad hoc Ko, qu' on 
construit préalablement (dont la valeur absolue prend toutes les valeurs réelles). 

La preuve repose sur l'utilisation du modèle des "bonnes normes" de volume 1 
sur K" pourX(K), qu'on expose au préalable en section [ï!2l 

3.1 Pseudo- valeurs absolues et pseudo-normes 

On commence par clarifier quelques notions de base qu'on va utiliser plusieurs fois 
par la suite. Soit F un corps et E un espace vectoriel sur F. 

Définition 3.1 (Pseudo-valeur absolue) On appellera pseudo-valeur absolue sur F 
une application | | : F — > [0, +°°] telle que pour tous a,b dans F on a 

1. |0|=0 

2. \ab\ = |a| \b\ (lorsque |a| , \b\ < +0°) 

3. \a + b\ < \a\ + \b\ 

On dira que | | est ultramétrique si elle vérifie en outre |fl + < max(|fl| ,\b\). 

Si le corps F est muni d'un ordre total <, on dira que | | est compatible avec 
l'ordre si pour tous a,b e¥ tels que Q < b < a, on a \b\ < \a\. 

Une pseudo-valeur absolue | | est une valeur absolue si elle vérifie \a\ < +°o et 
\a\ = ^ a = 0. On dira qu'elle est triviale si = 1 pour tout a 7^ 0. 

Proposition 3.2 On suppose que (F,<) est un corps totalement ordonné et que \ \ 
est une pseudo-valeur absolue sur F compatible avec l'ordre. 

1. Si I I est ultramétrique, alors pour tous a,b >0 dans F, on a 



\a + b\ = max(|fl| , \b\) 
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2. Si I I est triviale sur le sous-corps premier de F, alors elle est ultramétrique. □ 

Démonstration La première assertion est claire. Soient a, > dans F. On peut sup- 
poser que < a. On a alors < a + b <2a donc |a-|-fc| < \2a\ = |2| \a\ = \a\. □ 

On suppose désormais que F est muni d'une pseudo- valeur absolue | |. On dé- 
montre sans difficultés les résultats suivants. 

Proposition 3.3 (Corps value associé) Notons F' = {a G F | |a| < +00} et ¥q = 
{a G F I |fl[ = 0}. Alors ¥' est un sous-anneau de F et Fq est un idéal maximal de 
F'. La pseudo-valeur absolue \ \ passe au quotient en une valeur absolue sur le corps 
quotient ¥/\ \ = F'/Fq. 

Si le corps F est muni d'un ordre total < compatible avec \ \, alors < passe au 
quotient en un ordre total sur le corps F/| | compatible avec \ \. □ 

Définition 3.4 (Pseudo-norme) On appellera pseudo-norme sur E (compatible avec 
I I) une application tj : E — > [0, -f-oo] telle que pour tous v, v' € £ et a e F on a 

1. T7(0)=0 

2. J] (av) = |a| 17 (v) (lorsque cela a un sens) 

3. Tj(v-l-v') < Tj(v)-hTj(v') 

On dira que 77 est ultramétrique si on a en outre ri{a-\-b) < max(Tj(a),Tj(fc)). 
On dira que 77 est une norme si | | est une valeur absolue et si TJ vérifie en outre 
î](v) < +ooetî7(v) = 0^v = 0. 

Soit TJ une pseudo-norme sur E (compatible avec | |). 

Proposition 3.5 (Espace vectoriel normé associé) On a deux sous-W modules E' = 

{v € E \ rj (v) < +00} et Eq = {v E E \ rj (v) = 0}. La structure passe au quotient en 
une structure de F/j ^-espace vectoriel sur E^^ = E' /Eq, et r\ passe au quotient en 
une norme surEj^^ compatible avec | |. □ 

On utilisera également la propriété analogue suivante. 

Proposition 3.6 Soit A une algèbre normée sur ¥ et N une pseudo-norme sur A sous- 
multiplicative. Notons A' = {u €A \ N{u) < -|-°°} et Aq = {v € A \ N{u) = 0}. La 
structure passe au quotient en une structure de F/| ^-algèbre sur s^j^ = A'/Aq, et rj 
passe au quotient en une norme sous-multiplicative sur Ajj^ compatible avec \ \. □ 

Définition 3.7 (Pseudo-norme d'endomorphismes) On définit la pseudo-norme Nr^ 
sur End(£') associée à tj par 

Nt^ (m) = inf {M e [0, +°o] ; Vv e £, 77 (m(v)) < Mrj (v)} 

On vérifie que c'est une pseudo-norme sous-multiplicative sur End(£). 
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3.2 Espace X ~ {V) des bonnes normes de volume 1 

On expose ici la construction de l'espace X associé à SL„(K) comme espace de 
normes sur K" (voir aussi IIPar2l ). 

On note V = K" et e = (ei , . . . , e„) sa base canonique. 

Dans le cas où K = M ou C, on dira qu'une norme î] sur V est une bonne norme si 
elle est euclidienne, c'est-à-dire si elle est de la forme v i— > yjq{v), où q est une forme 
quadratique si IK = M, hermi tienne si K = C, définie positive sur V . On dira qu'une 
base e = (ei, . . . , e„) de V est adaptée à T] si elle est orthogonale pour T], c'est-à- 
dire si on a î] (LJLi fl,e,) = y^L"=i ^{^iY l*^'!^ pour tous ai , . . . , dans K. La bonne 
norme canonique Tjo de V est la norme provenant du produit scalaire canonique. 

Dans le cas où K est ultramétrique. Une base e de V est dite adaptée à une norme 
ultramétrique î] si on a Tj(L/'=i ûti^/) — ni^x T7(e,) pour tous ai,..., a„ dans K. 

i=l...n 

On dira que î] est adaptable si elle admet une base adaptée, (ce qui est toujours le 
cas si K est un corps local IGoIwII ). Une bonne norme est une norme ultramétrique 

et adaptable. La bonne norme canonique est tjq : (ai , . . . , a„) i-> max |a,|. 

/= 1 

On dit qu'une bonne norme 7] est de volume 1 si on a H/Li ^(^') ^ 1 pour toute 
base (ei , . . . , e„) de V adaptée à 7], de déterminant L On note ,yV^ (V) l'espace des 
bonnes normes de volume 1 sur V . 

Le groupe G ~ SL„(K) agit naturellement sur jV^iV) par g.ï] = Tj og^'^ pour 
g G SL„(K) et TJ e ,yf '(y). Le stabilisateur de TJo est SO(n) si K = M, le groupe 
SU(n) si K = C, et SL„(^) si K est ultramétrique et ^ = {a € K, \a\ < 1} est son 
anneau des entiers. 

Dans le cas où K = K ou C, l'espace (V) s'identifie à l'espace symétrique X 
associé à SL„(K) (voir l2.2.2l i. Dans le cas où K est ultramétrique, l'espace .jV^{V) 
est alors un immeuble affine (voir par exemple |Par2|), qui s'identifie à l'immeuble 
de Bruhat-Tits X de SL„ (IK), voir les théorèmes 2. 1 1 et 2. 1 Ibis (dans l'appendice) de 
llBrTÏ3l . 

Rappelons maintenant quelques propriétés dont on aura besoin par la suite. 



Plats maximaux marqués. Le plat maximal modèle de .jV^ (V) est identifié à 

A = {(ai,..., a„)eM", Y^^^i^Q} 

muni de la métrique euclidienne canonique de M". Soit e une base de V de déter- 
minant L Le plat maximal marqué /e : A — > ._/K'(y) de -yV^ÇV) associé à e est 
défini par : Tj = f{a) est adaptée à e et T7(e,) = e^"' pour ; = l ...n. Tous les plats 
maximaux marqués de (V) sont de cette forme. Pour tout g e SL„(IK), on a g o 
/e = fge- 



Les distances d et d°°. Si TJ , /i G ./K' (V ) et e est une base adaptée commune, alors 



log^(.,) 



(5) 
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Un autre distance naturelle plus simple sur (V ) est 



d°° {ri, 11) = sup 



log^(v) 



Les distances d et d°° sont équivalentes, car IIPar2l prop. 3.12] 

d°° <d<V^d'" sm^\V). (6) 

Estimations. Soit N = Nrjg la norme sur End(y) associée à Tjo- Pour tout ^ G SL„(]K), 
on a sup (v) = N{g^ ' ) et donc 



d°°{rio,g.r]Q) =mRx{\ogN{g),\ogN{g ')} 
<{n-l)\ogN{g) 



Le lemme suivant sera utilisé en section [3]6] 
Lemme 3.8 Soit rj e J/^ (V) et g <^ SL„(IK). On a 

<log(l+e^''°°*'"'''''max{A^(g-id), A^(g-'-id)}) . 

Démonstration Pour tout v G V non nul, on a ^.ry (v) < (v) + 1] ((^^^ — id)v), et en 
posant /î = ' — id on a 

^{hv) < e''°°('"''l)77o(/zy) < e''°°(''«''')A?(/z)î7o(v) < e^''''^'T>''^^Nih)r]{v) 

donc supS^(v) < 1 +e2''°°(')o i))^(^-i — id). On conclut en échangeant Tj et^.î]. □ 

On se fixe désormais un ultraflltre co sur N plus fin que le filtre de Fréchet 
(voir 12.3) et une suite A = i^k)keN dans [1 , +oo[ telle que — > °o. 



3.3 Le cône asymptotique Kû, du corps valué K 

Proposition 3.9 (9n munit l 'ensemble 

IKû, = {(fli) e I IflA-l^''^* eif /7orne}^|.^^_^|^^_^^|,/A,^(, 

l'addition et de la multiplication terme à terme. On plonge K dans K(u via les 
suites constantes. Pour ag) = [a^] dans K(u, on note 

|fl„r = limk|'/^' 

(ù 

Alors IKû) est un corps ef | j*" est une valeur absolue ultramétrique sur Ka,, triviale 
sur K. Ce corps valué sera appelé le cône asymptotique de (K, | |) par rapport à la 
suite de scalaires (Aj^). 

Dans le cas où K = M, on peut définir une relation d'ordre total sur K^, par 

0(0 l£bco <^ fljt < bk (û-presque partout 

Alors I l"* est compatible avec l'ordre. 
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Remarque 3.10 On notera que, si dk désigne la distance sur K induite par la valeur 

absolue | | et do) désigne la distance sur Ko, induite par la valeur absolue | j*", alors 
l'espace métrique pointé (]Ke,.ii(u,0) est l' ultralimite des espaces métriques pointés 
{K,dk,Q) (en particulier Ko est complet). 

Démonstration On utilise la description alternative de Ke, via l'ultraproduit K* de 
K. On munit K* des opérations termes à terme, ce qui en fait un corps. Pour a* = 
[[ak\] e K* on définit |a*|'*' = limo, \ak\^l^'' dans [0,+oo]. La relation < sur M* définie 
par 

[[flA-]] < [[^/t]] si et seulement si a^. < bj^ o-presque partout 

fait de M* un corps totalement ordonné. 

D'après la proposition [33] et la proposition [321 il suffit de prouver que | j*" est 
une pseudo-valeur absolue sur IK*, triviale sur K, compatible avec l'ordre si IK = K. 
On le vérifie sans difficulté. On a alors clairement que (Ko, | l*") est le corps valué 
canoniquement associé au corps pseudo-valué (K*, | |™). □ 

Remarque 3.11 1) Pour tout = [a^.] > dans Ro, il existe un unique élément 
positif de Mo de carré Oa, qui est ^/a^ — [V^] ■ 
2) Pour tous alj,...,a'^ dans Mo, on a 

= max (8) 



(cela découle de \ ^/ïï^ |™ — et \aio + ba,\'^ = max{aa,,bco) pour aco,bco > 0). 




3.4 Cône asymptotique de l'espace vectoriel normé V 

L'espace vectoriel V — W est muni de sa norme canonique tjq (voir section IT2] |. 

Remarque 3.12 Si — {al, . . . ,fl^) dans V = K", on vérifie sans difficulté (par © 
dans le cas archimédien) que 

limTiofv^)'/^* = maxlimlflll^''^* (9) 

Proposition 3.13 On note 

Va, - {(v,) e I T7o(v,)'/'* estborné}i^^^^^^^^,^_,^^u^^^ 

Alors l'addition et la multiplication terme à terme définissent une structure de Kc,- 
espace vectoriel sur Va- Pour v'e, = [vj.] dans Va, on note 

î7o^(v„)=Um77o(v,)'/^* 

(ù 

Alors rjQ est une norme ultramétrique sur Vo, compatible avec \ . Cet espace vec- 
toriel normé sera appelé le cône asymptotique de (V, T7o) par rapport à la suite de 
scalaires {Xk). 
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Démonstration On utilise l'ultxaproduit V* de V, muni des opérations terme à terme, 
ce qui en fait un espace vectoriel sur K*. Pour = [[vj.]] G V* on définit TJo'(v*) = 
lime, 77o(v'/t dans [0, +0°]. D'après la proposition [33] il suffit de prouver que rj^ 
est une pseudo-norme sur V* compatible avec | l*". On le vérifie sans difficulté. On a 
alors clairement que {Va, rj^) est l'espace vectoriel normé canoniquement associé à 
(y*, Tj(^). Il est clair que Tj^ est ultramétrique par la remarque l3.12l □ 

On note Va, = [vi^] le vecteur de Va défini par = [[v<.]] e V'. 

Identification avec (Ko,)". La proposition suivante découle de la remarque 13. 121 

Proposition 3.14 Pour i — 1 ...n, soit — [e,]. Alors Eco = {£'io)i=i...n une base 
de V(j). Elle induit un isomorphisme d'espace vectoriels normes entre Va, = (IK")^ 
muni de rj^ et (IKe,)" muni de la bonne norme canonique. Plus précisément, pour 
tout Va de V(o de coordonnées (aj,,, . . . ,0^)) dans la base e^, on a 

rioivco) = max \a'^\'" 

1=1. ..n 

On identifiera dorénavant ces deux espaces, et on les notera K'^. 



3.5 Cône asymptotique de End(y) et de SL„(IK) 
L'algèbre End(y) est munie de la norme associée à tjq. 
Proposition 3.15 (Cône asymptotique de End(y)) On note 

End(y)„ = {(«,) e End{vf \ Niu^)"^' ^«'■«4/i„,„^(„,_„^).M,=o 

Les opérations terme à terme définissent une structure de ^a-algèbre sur End(y 
Pour Ufo = [uii] dans End(y)^,, on note 

N'^{ua)^\\mN{ukfl^k 

0) 

Alors N"" est une norme ultramétrique sous-multiplicative sur End(y compatible 
avec I 1". Cette algèbre normée sera appelé le cône asymptotique de (End(y),A^) 
par rapport à la suite de scalaires (A^.). 

Démonstration De même qu'avant, il suffit de prouver que N'^iu^:) = YimaNiuj^yi^'^ 
définit une pseudo-norme sous-multiplicative sur End(y)* compatible avec | j*" (voir 
proposition l3.6l l. On le vérifie sans difficulté. □ 

Définition 3.16 (Cône asymptotique SL„(IK)^de SL„(K)) Si f/ c End(y) on note 
Ua)~{ [ma] I VA: e n, m^: e [/}. Alors GL(y)^ est un groupe pour la loi induite par la 
composition, et SL„(K)g, est l'un de ses sous-groupes. 
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Identification de End(y)(j, avec End{Va)). On rappelle que Va = (Kg))" est muni de 
la bonne norme canonique rjQ. L'algèbre End(Vffl) ~ M„{Kio) est munie de la norme 
Nm = -^7]^' qui vérifie 

Nco{{aa)ij) = max 

Proposition 3.17 Soit Ua, = [ui^] e End{V)f^. On peut lui associer u"' S End(V(o) 
défini par 

On note {a^)ij la matrice de m™ dans la base canonique, et {aj^)ij la matrice de Ujç 
dans la base canonique, pour tout k. On a 

1. Na>{u'')=N''M. 

2. det(M™) = [detMi-]. 

pour tous i,j. 

Démonstration Vérifions tout d'abord que u"* est bien défini. Notons m* ~ [[uk]] G 
End(y)*. On a N'^{u^,) < +oo. Notons u* : [[y/.]] i-)- [[M<:(vi.)]] l'endomorphisme de 
V* associé à m*, qui est clairement bien défini. 

On note Na la pseudo-norme sur End(y*) associée à la pseudo-norme î]™ sur V*. 
Montrons qu'on a N(o{u*) ~ N'^{u^). En effet, pour tout v* de V* , 

i7o''(«*(v*))<A^'"(«*)rjo™(v*), (10) 

âoncN(d{u*) <N"'{u^). Soit G V tel que r\ç,{vk) = 1 et r\o(vt) > jN{uk)r]o{vk)- Si 
V* = [[v^]] e y* on a 77o"(m*(v*)) > N'^{u^)ri^{v^), et doncNo,{u*) > N'^{u^). 

Par conséquent u* conserve V' et Vq. Donc u* passe bien au quotient en un en- 
domorphisme de Va = V /Vq, qui est clairement m'". De plus, si N'^{u^,) = 0, alors 
M*" = dans End(y(B) par ( fTUb . Donc u"^ ne dépend que de [mJ dans End(y)g,. □ 

Corollaire 3.18 1. L'application 

End(y)„ End(y«) 
Ua, ^ u"' 

est un isomorphisme de M^a-algèbres normées. 
2. Elle induit un isomorphisme de groupes \j/ : SL„(K)^ — > SL„(K(u). □ 

Remarque 3.19 1) Soit G un sous-groupe algébrique de SL„ défini sur K et G = 
G(]K). Comme K C Ko, (via les suites constantes), on peut considérer le groupe 
G{K(o), et on a alors i^(G<b) C G(K(b). 

2) Soit r un groupe de type fini, et S une partie génératrice de F. Soit : F — 

G{K) une suite de représentations telles que A^(p<.(s))^* est borné pour tout s G 5. 
Alors la suite p/^ induit une représentation pa, : F — > Ga définie par Pmij) = [P/t(7)] 
pour tout 7 de F . Par la remarque précédente p^D est alors une représentation de 
rdans G(K(ï,) C SL„(Kû,). 
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3.6 Cône asymptotique de X et immeuble de SL„(Ke,). 

Pour F = K ou Kio, on rappelle qu'on note X{¥) l'espace associé à SL„(F), qu'on 
identifie à ^'(F") (voir section l3.2b . On notera aussi X =X(]K). On note {Xa, 
le cône asymptotique de {X, rjQ,dk = -j-d). 

Proposition 3.20 On peut définir une action naturelle de SL„(IK)^ sur l'immeuble 
Xfo (par automorphismes) par 

Démonstration Soit {g^) une suite dans SL„(K). Par la formule O de la section |3^ 
on a que A^(§/t) ©-borné équivaut à Y'^i^Ojgk'Ho) ©-borné. Alors g'^ : [rj^] i— > 
[gk • Tlk] définit bien un automorphisme de Xa, (voir section lZST l. 

Il reste à voir que si lima, A^(^i. — id) = alors = idxa,- Soit alors rjoy — [rj^] 
dans X(u. D'après le lemme lTSl on a 

j-^d'^i^k-.gkrik) <log^l+eï'' *'"'^''*'max|iv(a-id)i,ivte-'-id)i 

Or ■^(^"(770, Tji) est ©-borné et, comme limo)N{gk — id)'^ = 0, on a également que 
limfflA^(^-' - id) ^* = 0. Donc j;-d^{nk,gknk) 0, et g'^rjo, ^ î?». □ 

On note \ir : SL„(IK)^ — > SL„(K(u) l'isomorphisme du corollaire l3.18l 
Théorème 3.21 L'application 

XM ^ X{Ko,) 
définit un isomorphisme d' immeubles affines, \j/-équivariant. 

Démonstration Montrons tout d'abord que ç est bien définie. Pour toute suite îj* = 
[[tj^.]] dans X* on peut définir Tj™ : V* [0,+°°] par I7'"([K]]) = lim^ Tji(M<.)'/'^*. 
On voit facilement que rj"' est une pseudo-norme ultramétrique sur V*. 

Soient Tj* = [[rjk]] et /x* = [[flk]] dans X*. On considère la pseudo-distance d^ 
sur X* définie par t/~(77*,/i*) = lim^ ■j-^d°°{r\k,llk)- Elle est équivalente à da par la 
formule ([6]l. On suppose que (^^(tJh.,/!*) < +°°. Soit v* = [[v^]] e V* . Pour tout k, on 
a dans R 

< < n,(vk) < e'^'^^^'f^^^^kM 

Par conséquent, on a dans M* 

< [[.-^"Cj^.m*)]] [[^,(,,)]] < [[^,(,^)]] < [[,^r(%,M.)]] [[^,(,^)]] 

et en prenant la pseudo-valeur absolue | 1™ de chaque terme, on obtient dans [0, +°°] 
< e-''^^'^-^'^^">{v,) < Tj"(y*) < • (H) 
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Supposons maintenant que <iffl(îj*, [[tJo]]) < +°°- En appliquant (fTTT) à jU* = 7]^, 
on voit que Tj™(v) < +00 si et seulement si TJ(f (v) < +00 et que Tj™(v) = si et seule- 
ment si TJo'(v) = 0. Donc rj"' passe bien au quotient en une norme ultramétrique 
sur Vio, qu'on notera également rj'^. La formule ( fTTI ) implique également que si 
'^ffl (^* I M* ) — 0, alors rj"' = ji"'. Par conséquent î] " ne dépend que du point rj(o — [ilk] 
de défini par 77* . 

1 /À, 

On a donc vérifié que l'application [tj^.] m- lima, î]^' * est bien définie de Xq, dans 
l'espace ,y/{Va,) des normes ultramétriques sur Va,. 

Il est clair que <p est i/-équivariante. Comme SL„(]K)^, agit transitivement sur les 
appartements marqués de Xa, et SL„(Ke,) agit transitivement sur les appartements 
marqués de X(K(h), il suffit maintenant de montrer que, si : A 
tement marqué canonique [f^], on a (p o ^ fg^. 

Soit a = {ai,..., a„) e A. Notons rjk = f£{À.ka). Soit = {a^ 
\a',] . Dans le cas où K = K ou C, on a 



• Xa, est l'appar- 
,...,a%) dans 



(p(/f(a))K) = |[rj,(fll,...,fl^)]| 



i=\...n 



fe^ia){aco) 



d'après (O. Le cas où K est ultramétrique est clair 



4 Vecteur de translation 

Dans cette section, on suppose que X est un espace symétrique ou un immeuble 
affine complet (voir section 12.21 dont on reprend les hypothèses et notations). On 
introduit le vecteur de translation v{g) d'un automorphisme g de X de manière géo- 
métrique, comme un raffinement de la longueur de translation t{g). On établit ensuite 
des propriétés de continuité de v, la continuité asymptotique (Proposition l4.4b . 



4. 1 Vecteur de translation d'une isométrie 

Soit g e Aut(X). Si Min(g) 7^ 0, ce qui est toujours le cas si X est un immeuble 
(théorème 12. 14b . le type ôg{x) ~ ô{x,gx) du segment joignant x G Mm{g) à gx est 
constant (car deux géodésiques translatées par g sont parallèles donc dans un même 
plat maximal). Le vecteur de translation de g est alors par définition v{g) = ô{x,gx) 
pour un (tout) point x E Mm{g). On peut le définir plus généralement pour tout g 
grâce au résultat suivant. 

Proposition 4.1 SoitX un espace symétrique et g E Aut(X). L'adhérence dans £ de 
{ô{x,gx), X G X} contient un unique segment de longueur minimale, qu'on note v{g), 
et qu 'on appelle vecteur de translation de g. 



Compactification d'espaces de représentations 



25 



Démonstration On a inîxex \\S{x,gx)\\ = (-{g)- L'existence est claire, montrons l'uni- 
cité. Soit g = heu la décomposition de Jordan de g et £ > 0. Soit Tj donné par le 
lemme 12.161 Si jc G X est tel que dg{x) < £{g) + rj et si y est la projection de x 
sur Min(/i), alors la proposition 12. 101 entraîne que — < 2d{x,y) < 2e 

et [[^^(y) — 5h{y) || < d{gy,hy) < e. On en déduit que — ^^(y)!! < 3e, ce qui 

conclut car 5/, (y) ne dépend pas de y S Min(/i). □ 

Remarques 1 . La notion de vecteur de translation est plus fine que celle de lon- 
gueur de translation (car £{g) — \\v{g)\\). 

2. V est invariant par conjugaison, et pour tout g, on a v{g'^) = kv{g) pour tout A: e N. 

3. Dans le cas des espaces symétriques, on a v{g) — v{h) où h est la partie hyperbo- 
lique dans la décomposition de Jordan de g (d'après la preuve de la proposition 
14.1b . Cet invariant coïncide donc avec la projection de Jordan de g (i.e. la projec- 
tion de h sur £, voir par exemple IIBenI 1.1 et 2.4]). 

Exemple Dans le cas où X est l'espace symétrique associé à G = SL„(]R), on peut 
choisir £ = { («i , . . . , a„) G R" «; = 0, ai > . . . > a„} et pour ^ e G de valeurs 
propres Ai (g), . . ., A„(g) on a alors 

v(g) = (log|Ai(g)|,...,log|A„(g)|) 

Propriétés fonctorielles. Si X est euclidien, alors on a £ = A = X, et tout g e Aut(X) 
est une translation de vecteur v{g). 

Supposons que X — Xi x X2 est le produit de deux espaces symétriques ou im- 
meubles affines Xi. Soit G, — Aut(X,). Soient Ai, A2 les plats maximaux de X\ et X2 
tels que A = Ai ® A2, et Ci et £2 les chambres de Weyl fermées de Ai et A2 telles 
que £ = £1 + £2- Soit v, : G, — > £, la fonction vecteur de translation de Xi. Alors 
tout automorphisme g àtX est de la forme (g 1,^2) où gi e G;, et, d'après la section 
12.2.31 on a 

v{g)^Vi{gi) + V2{g2)- (12) 

SoitX' un sous-espace symétrique ou un sous-immeuble deX. Soit G' = Aut(X'). 
Soit £' une chambre de Weyl fermée de X' . Soit v^' : G' — > £' la fonction vecteur 
de translation de X' . Si g G Aut(X) préserve X' et g' — g^x' est un automorphisme de 
X' , alors d'après la section l2".2.3l on a 

v{g)^0{vxi{g')) (13) 

Proposition 4.2 La fonction v : G — > £ est continue. 

Remarques 1. Ceci entraîne que, lorsque X n'a pas de facteur euclidien, la lon- 
gueur de translation est continue sur Is(X)o . Cette propriété n'est pas vraie pour 
tous les espaces métriques CAT(O). Par exemple, dans le plan euclidien, les trans- 
lations non nulles sont limites de rotations. 

2. Pour G = SL„(M), il s'agit de voir que la liste des modules des valeurs propres, 
en ordre décroissant, dépend continûment de la matrice, ce qui est bien connu. 

Nous allons donner maintenant une démonstration purement géométrique de la 
continuité de v, reposant sur la dynamique des isométries sur d„X. 
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Démonstration Soit gi^ — g dans G. Montrons que quitte à extraire v{gk) — t- v{g). 

Si £(g) = 0, alors, par semi-continuité supérieure de £, on a £{gk) — S' et donc 
v{gi:) — > 0, ce qui conclut. 

Dans le cas où d{Mm{git),xo) reste borné, ce qui est toujours le cas quand X est 
un immeuble affine (théorème 12.141 ). cela découle aisément du lemme 12.11 et de la 
proposition l2.11l 

On peut donc supposer que X est un espace symétrique et que £{g) > 0. Cela 
découle alors du résultat plus fort suivant. 

Lemme 4.3 Soit X un espace symétrique et gj^ — g dans Aut{X) avec £{g) > 0. On 
note ^ + ef ^ les points fixes attractif et répulsif de g dans dooX ( cf. remarque \2.5}l et 
F ~ F^-^+. Alors pour k suffisamment grand il existe et opposés dans dooX, 
de même types que ^+ et t,^ , tels que 

1. ^+^^+et^;^^-. 

2. En notant Fj^ = ^B~t^' on a Fj^ ^ F pour la topologie de Hausdorjf pointée. 

3- gkfixe et ^jT, et, si gk = {g'k^tk) sur = Q- x R, on a £{g',^) et tk £{g). 

4. v{gk)^v{g). 

5. En notant ^+ le point fixe attractif de gi^ dans d^X, on a <j{£,i^ ,^^^) — >■ 0, G 
dooFji et est l'unique point de de même type que ^+ dans l'adhérence de la 
facette ouverte de dooX contenant ^ +. 

En particulier, si v{g) est régulier alors Mm(gi^) —5- Min(g). 

Démonstration (Lemme Soit /:> G F et D > 0. Il existe une boule topologique 
fermée B telle que ^+ G B et B C 0^-{p,D) (voir section l?.2.4b . D'après la proposi- 
tion E21 il existe e N tel que g^{0^- {p,D))cB. 

Notons hk = g^ eth= g^. On a ^ h et £{h) = N£{g) > 0, F;, = Fg = F et £,+ 
et ^ sont les points fixes attractif et répulsif de h. 

On a h{B) C B. Comme l'action de G = Aut(X) sur est continue, il existe 
e N tel que pour k> K, ona hk{B) C B. Comme h/^ est continue sur B, elle admet 
alors un point fixe (^^+ dans B (donc de même type que par le théorème de Brou- 
wer. Quitte à extraire «^^^ z dans B, fixé par h. Comme est le seul point fixe de 
h dans B (proposition l2.7l i. on a z = (^+. De même, il existe «^^^ G dooX fixé par de 
même type que ^ ^ , tel que ^^7 — > ^ ^ . La proposition l2. 12l entraîne alors que Fj^^ F . 

On note {g' ,t) la décomposition de g sur F = C x R. Alors f — £{g) et £{g') = 
(proposition 12 . 1 5l l . La décomposition de h sur F = C x R est alors [h' ,s) avec h' — 
[g'y et s — Nt. En notant {h[,sii) la décomposition de sur Z^. = Q x R, on a 
alors que /z^ ^ h' et s/, s. Donc £{h') = N£{g') = et Umsup^(/îJ,) < £{h'), donc 
£{h',)^0. 

Nous pouvons maintenant montrer le point |4] Soit £<. une chambre de Weyl 
fermée de Fi^ et Cj. la chambre de Weyl fermée de Q telle que €k — x R. No- 
tons Vfi^ : Aut{Fii) — !■ €k et vq. : Aut(Q) — !• €[ les fonctions vecteur de transla- 
tion. D'après (fTSl i et ( fTST l. on a VFi^{hii) — vci^{h'i^ et v(/î<:) = 0(vfj(/î|(.)). Comme 
@{sk) — > v{h) et vci^Qi'i^) — ^ 0, on en déduit que v(/îjt) — > v{h), car est continue. 
Donc vigk) = jjv{hk) jjvQi) = v{g). 
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Pour k suffisamment grand, le point fixe attractif ^+ de gi^ existe car £{gk) > 
(par ce qui précède) (cf. remarque I2.5l l, et il coïncide avec celui de /i^, = . Les 
deux premières assertions du point |5] découle de la proposition |2]8] (appliquée à hi^), 
car £{h'iJ 0. La troisième assertion en découle par les propriétés des immeubles 
sphériques. En effet, notons T le type de Le type de est T^. = dv{gii), qui 

tend vers dv{g) = z dans £. Donc pour k assez grand T est dans l'adhérence de la 
facette ouverte de £ contenant T^. Il existe donc un unique point de de type T 
dans l'adhérence de la facette ouverte de d^oX contenant Alors <t((^^^, o:^:) = 
<(Tt:,T) — > 0, donc <T(o:<r,^jt) — > 0, et <T(a<r,^jt) est dans l'ensemble fini D(t, t), 
donc Uk = pour k assez grand. 

Il ne reste qu'à montrer le [3] Comme g^, fixe l'adhérence de la facette contenant 
on obtient -enfin- que g^ fixe De même, on a que fixe ^^T. On a alors 
/j^ = et = M/;, ce qui conclut. □ 

4.2 Continuité asymptotique du vecteur de translation 

Soit co un ultrafiltre sur N plus fin que le filtre de Fréchet. Soit {Xit)it^fi une suite de 
réels positifs tendant vers +oo, et {*k)k une suite de points de X. Soit {Xio,*a),dio) le 
cône asymptotique de (X, j-c/)i suivant l'ultrafiltre (O (voir section 123]) . 

Proposition 4.4 Soit (gt) une suite dans G telle que lima, -^d{*k^gk*k) < +°°- -Soif 
^(u = [gk\ l'isométrie de Xm associée. Alors ^^fe) v{gm) dans £. 

Démonstration Commençons par le cas où j^d(Mm(gii),XQ) reste borné, ce qui est 
toujours le cas quand X est un immeuble affine complet d'après le théorème 12.141 
qui se traite simplement de manière analogue à la preuve de la continuité de v. Alors 
lime, x"'^(^i'^(^'t)' < +°°- ^^^^ dans Min(g|(.) tel que lime, Ydi^k^^k) < +°°- 
SoitXft, = [x^:]. Le lemme ITTÇl entraîne que jc^ G M\n{ga)). Par conséquent 5^^(x(h) = 
v(g(B)- D'après la proposition 12.211 on a ô^^(xo) = lima, j^dgi^{xk), donc v(^co) = 

Supposons maintenant que X est un espace symétrique. Comme Xa, est un im- 
meuble affine complet (théorème I2.20l i. on sait que ga, fixe un point ou translate 
une géodésique (théorème 12. 14l i. On voit facilement que limo, 4-Hgk) < Ugm)- Par 
conséquent, si ga fixe un point, on a lima, T-Ugk) = £{gm) = 0, donc, comme ||v'(^<:)|| = 
£{gk) pour tout k, on a lime, j^'^iSk) — 0, ce qui conclut. On peut donc supposer 
dorénavant que g a, translate non trivialement une géodésique r^, de Xio- Quitte à 
conjuguer chaque g/^, on peut supposer pour simplifier que la suite *^ est constante 
égale à xq. Soit r une géodésique de X telle que r(0) = xo, de même type que ra- 
Alors il existe une suite (/i^.) dans G telle que lima, j-d{xo,hkXo) < +oo et ha — [ht] 
envoie [r] : f i-> [/-(A^^f)] sur ra, (proposition 12.221) . Quitte à conjuguer chaque gk par 
hii, on peut donc supposer que ra — [r]. Notons ~ r{+°o), = r(— oo). 

Lemme 4.5 (Contraction des ombres) Pour tous D,t,e dans ]0, +°°[, on a 
8k{O^-{r{0),D)) C 0^-{r{t),e) pour (û-presque tout k . 
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Démonstration On raisonne par l'absurde. Sinon, il existe D,f ,e > et une suite Zk 
dans dooX avec Zk G 0^-{r{Q),D) et gi^Zk ^ 0^-{r{t),e) o-presque partout. Soit Gk 
une géodésique de à Zk telle que d{r{0),Gk{Q)) < D. Alors les géodésiques r^ 
et Gio — [cTk] de sont confondues sur ]— oo^O], car elles sont asymptotes en —°o et 
û'«(r«(0),(7«(0)) =lim„f û'(r(0),a^(0)) =0. 




On a donc <*c^{r'a){+°°), g(u<7(B(+°°)) = 0. Donc, comme le passage au cône 
asymptotique augmente les angles (proposition l2. 181 ). on a <,.(,) {^'^,gkZk) -^a (car 
[r{t)] = *a,)- Pai- consé quent <r{t){^^ ,gkZk) -^a> et donc d{r{t),F^- ,,^.^) -^a 
par la proposition l2.12l Or pai^ hypothèse d{r{t), - ^^^^ ) > e pour co-presque tout k, 
contradiction. □ 

Fin de la preuve de la proposition \4.4\ Soit D > 0. L'ombre (9^-(r(0),D) est un 
voisinage de ^+ dans son orbite G<^+. Comme G(^+ est une variété, elle contient 
donc une boule topologique euclidienne B contenant ^ + dans son intérieur. Comme 
les ombres O^- (r (f), e), f,e > 0, forment une base de voisinages de ^+ dans + 
(proposition l2 131 ). il existe f > et e > tels que O^- {r{t),e) C B. D'après le lemme 
14.51 on a alors, pour Cû-presque tout k, que gk{B) — B donc que gk admet un point fixe 
£,1^ dans 0^-{r{t),e) par le théorème de Brouwer (car est continue surB). 

Comme = [<^^] est un point de d„X(o opposé à [(^"] = rco{—°°) et fixé par go^ 
qui translate ra,, il est nécessairement égal à r(o{+°°) = [^^] (proposition 12.3b . On 
peut donc supposer, quitte à conjuguer chaque gk, que = (^+, c'est-à-dire que gk 
fixe ^+ pour co-presque tout k. On peut aussi supposer (en échangeant les rôles de 

et que gk fixe £, ^ pour Cû-presque tout k. 

Pour OJ-presque tout k, on a alors que gk préserve le faisceau F^-^+ = F,- = Cr x r 
et gk agit dessus comme {g[,tk) (voir section ITTI i. Soit pk = gkXQ et qk sa projection 
sur r. Alors qk = tkXQ. Par la proposition l2.18l on a que qa, = [qk] est la projection de 




ga)*co sur rio. Oi gio*(a G donc ona qa,= ga)*a)- Par conséquent j-^d{xo,g'i^o) -^a 
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0, et donc lima, j^i{g'i^) = 0. On en déduit que lima, j^ô{xo,ticXo) — S (* a, , g m* m) ~ 

Soit £f une chambre de Weyl fermée deF — Fr et Ce la chambre de Weyl fermée 
de C = C, telle que £/r = Ce x Notons vp : Aut(F) — > €f et vp : Aut(C) — > £c 
les fonctions vecteur de translation. D'après ( fT2b et (fTSi l. on a Vf{gii) = vc{g'iJ+tii et 
v{gk) ^&{vF{gk))- Or on vient de voir que lima j-^vc{g[) = et que lim^, ©(^fi) = 
v{g(o), donc, étant continue, on a -^o, v(g(u). □ 

Remarque 4.6 On a en fait démontré de plus les propriétés suivantes. On suppose 
que £{gio) > 0. Soit ra, un axe de ga, et (^^^ et ses extrémités. On note (pour k 
suffisamment grand) ^ + et les points fixes attractif et répulsif de gi^ dans d,x,X (cf. 
remarque 12. 5l l, et (resp. l'unique point de type v{ga,) (resp. v(g(o)°PP) dans 
l'adhérence de la facette ouverte de dooX contenant ^+ (resp. On a ; 



2. Il existe une suite OJ-bornée de géodésiques r^. de à telle que ra, = [r^.]. En 
particulier ^^r^ est parallèle à et ^^d{rt,gkrk) -^a 0. 

En particulier, si v(g(u) est régulier alors [Min(g4.)] — Mm{ga,)- 
5 Compactification 

Soit r un groupe infini de type fini, discret. Soit K un corps local (notons que K est 
ou bien R ou C, ou bien ultramétrique). On suppose que G est un groupe réductif sur 
K et que X est l'espace associé, c'est à dire qu'on reprend les hypothèses et notations 
de la section l2".2.2l On note xq un point-base de X. 

5.1 Espaces de représentations et quotient 

On considère l'ensemble, noté R ou R(F,G) des représentations de F dans G, muni 
de la topologie de la convergence simple. Si S est une partie génératrice finie de 
F, l'espace R s'identifie à un sous-ensemble fermé de par l'application p i— > 
{p{s))s£s- L'espace R est métrisable, à base dénombrable, localement compact. Le 
groupe G agit continûment sur R par conjugaison. 

L'espace topologique quotient usuel R/G n'étant en général pas séparé, on le 
remplace par son plus gros quotient séparé ^ = R // G, qui peut être décrit, comme 
nous allons le voir, soit comme le quotient de R par une relation d'équivalence na- 
turelle ^, soit plus explicitement comme une rétraction sur un sous-espace naturel 
Rcr/G de R/G (la semisimplification). 

Représentations complètement réductibles. On dit que p G R est complètement ré- 
ductible (cr) si, pour tout a € doaX fixé par p, il existe /3 € d,>oX, opposé à a, égal- 
ement fixé par p. Cette notion, introduite par J.R Serre IlSerrel pour les actions sur 
des immeubles sphériques et les groupes algébriques réductifs, est peu restrictive. On 
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renvoie à llParSl pour une étude géométrique et d'autres caractérisations naturelles. 
Du point de vue algébrique cela revient à dire que pour tout sous-groupe parabolique 
P de G contenant p (F), il existe un sous-groupe de Levi de P contenant p (F) [Serre] 
3.2.1]. Les représentations Zariski-denses sont cr. Dans le cas où G — GL„K, une 
représentation est cr si et seulement si l'action linéaire sur K" associée est semi- 
simple. 

Si la caractéristique du corps K est nulle, alors p est cr si et seulement si la 
composante neutre de l'adhérence de Zariski de p(F) est un groupe réductif iSerrel 
Proposition 4.2]. Cela équivaut par IRicll à demander que l'orbite G ■ p soit Zariski- 
fermée dans la variété algébrique R(F, G), ou encore par flBrel que l'orbite G • p soit 
fermée dans R(F,G). 

Plus gros quotient séparé. On note l'espace Rd- le sous-espace de R formé des re- 
présentations cr, qui est stable sous G. On note Rcr/G l'espace quotient, muni de la 
topologie quotient (dont on rappelle qu'elle coïncide avec la topologie induite par 
l'inclusion dans l'espace topologique quotient R/G, voir la proposition 10 de IBoul 
III, § 2]). Cet espace est à base dénombrable car R l'est. 

Le résultat suivant, qui montre que Ra /G est le plus gros quotient séparé de R 
sous G, est bien connu pour K = C, etpour ŒC = M, il résulte de |Ric|, |Luna| et |RiSlJ. 
Pour ]K de caractéristique il résulte de |Bre|. On en trouvera une démonstration 
directe, qui couvre aussi le cas de la caractéristique non nulle, dans [Par5,l . auquel on 
renvoie pour plus de détails. 

Théorème 5.1 1. L'espace Rcr/G est séparé et localement compact. 

2. Toute orbite de G dans R contient dans son adhérence une unique orbite cr K{p) 
( semisimplification ). 

3. La propriété G- pHG- p' ^Q) définit une relation d'équivalence p ^ p' sur R. 
La projection G-invariante % : R — > Rcr/G est continue, et induit un homéo- 
morphisme h de l'espace quotient^ Il G '.= R/ SMr Rcr/G, tel que % = ho p, où 
p : R — > ^11 G est la projection canonique. En particulier, R/G f resp. Rcr/ G) est 
le plus gros quotient séparé de R sous G ( toute application continue G-invariante 
f de R vers un espace séparé factorise à travers p). 

On notera au passage que la topologie quotient issue de la semisimplification n 
(utilisée dans la littérature) coïncide avec la topologie quotient usuelle de Rcr/G. On 
identifiera dorénavant R / G et Rcr/G (et les projections p et n) via h. On notera cet 
espace ^{r,G) ou On notera [p] la classe de p e R pour ^. Remarquons que 
l'image dans ^ d'un fermé G-stable F de R est un fermé (car F est stable par la 
semisimplification n). 

Lien avec le quotient algébro-géométrique. En caractéristique nulle, il est également 
classique de travailler avec le quotient algébro-géométrique R/G, qui est défini 
comme l'image canonique de R dans le quotient algébro-géométrique R(-r,G) H G 
de la variété algébrique affine R(-r,G) sous l'action de G. 

L'espace = R / G considéré dans cet article est un peu "plus gros" que R/G, 
dans le sens suivant. On peut identifier R(-r, G) / G à l'espace des G-orbites Zariski- 
fermées dans R(F,G), et ^ à l'espace des G-orbites fermées dans R. La projection 
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canonique t : R — > R // G factorise en F application naturelle P : G ■ p G - p de ^ 
dans 'R// G. Cette application (continue et surjective) est fermée et à fibres finies (voir 
IILunaL IRiSll pour K = R et plus généralement [Bre 5.17] en caractéristique nulle). 

Action de Out(F) Le groupe Aut(F) des automorphismes de F agit à droite, par 
précomposition sur l'espace R. Cette action est continue et commute avec l'action 
de G, donc induit une action de Aut(F) sur . Le sous-groupe Int(F) des automor- 
phismes intérieurs de F agit trivialement sur On obtient donc une action (par 
homéomorphismes) du groupe Out(F) — Aut(F) /Int(F) sur ^ . 

On va maintenant construire une compactification de , reposant sur la notion 
de vecteur de translation développée en section |4l 



5.2 Spectre marqué des vecteurs de translation 

On fixe un plat maximal A de X, de groupe de Weyl vectoriel W, et une chambre de 
Weyl fermée £ de A. Le groupe G agit sur X par automorphismes, donc le vecteur de 
translation v : G — > €. est bien défini (voir section|4]i. 

Remarque (Remplacement par les longueurs) Dans tout ce qui suit, on peut rem- 
placer V : G — >■ £ par la longueur de translation £ — ||v|| : G — > R+ dans X (cf. 
section im . Les compactifications obtenues sont alors moins fines. 

On appellera spectre marqué des vecteurs de translation d'une représentation 

— — r 

p : — > G la fonction vop : F — > C L'espace € est muni de la topologie pro- 
duit, qui est métrisable de type dénombrable (mais pas localement compacte). Le 
groupe Aut(F) agit naturellement sur L'application V:pi->vopdeR dans £^ 
est Aut(r)-équivariante, invariante sous l'action par conjugaison de G, et continue 
(car y l'est, proposition l4.2b . Elle passe donc au quotient en une application continue 
Aut (F ) -équivariante 

— r 

■ [p] vop ■ 



5.3 Le théorème de compactification 

— r — r — r 
Soit PC le projectifié de £ , c'est-à-dire l'espace topologique quotient £ — {0}par 

la relation d'équivalence m ~ w si et seulement s'il existe t G M>o tel que u — tw. Cet 

espace est séparé, à base dénombrable (mais pas localement compact). On note [w] la 

— r — r — r — r 
classe dans PC de w £ € — {0}, et P : C — {0} — > PC la projection canonique, 

p 

qui est continue et ouverte. L'action de Aut(F) sur C passe au quotient en une action 

— r 

(par homéomorphismes) sur PC . 

Théorème 5.2 1. Le sous-ensemble 3^) = "^^^ {0) est un compact. 
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2. L'application continue 

p-r = Po r : ^ - — . 

est "d'image relativement compacte à l'infini", i.e. il existe un compact J(f de 
^ , contenant tel que — J^) est relativement compact. 

En particulier, elle induit une compactification (métrisable) ^ de dont le 
bord doo^ = ^ — s'identifie à une partie de PC , et caractérisée par la 
propriété suivante : une suite [pk\k dans 3^ converge dans 2^ vers [w] dans 
dao!^ d P£ si et seulement si \p\^k sort de tout compact de ^ et [v o p^.] — > [w] 
dans P£^. _ 

3. L'action naturelle de Out(F) sur se prolonge continûment au compactifié 2^ , 
avec [ç>].[vv] = [1^0 ^^'] pour tous (p G Aut(F) ef vv G £ . 

4. Si [w] € doo2^ , alors [w\ = [vop] avec p une action de F sur un immeuble affine 
A de type (A,VK), sans point fixe global. On peut de plus supposer que cette 
action provient d'une représentation non bornée p : F — S- G (Km), avec un 
corps valué ultramétrique et A un sous-immeuble de l'immeuble de Bruhat-Tits 
de SL„(K(u). 

Remarques 1 . La compactification obtenue ne dépend pas du choix du compact J?r. 
Le corps est complet mais sa valuation n'est pas a priori discrète (et l'immeuble 
impliqué n'est pas simplicial). 

2. (Un critère de rigidité) En particulier, s'il n'existe pas d'action de F sans 
point fixe global sur un immeuble affine de type (A,W), ou s'il n'existe pas de 
représentation p non bornée de F dans G(Kffl) avec IK^ corps valué ultramétrique, 
alors l'espace ^ est compact. 

3. (Injectivité du spectre) L'application n'est a priori pas injective sur tout 
entier, ne serait-ce que parce que toutes les représentations à valeurs dans un sous- 
groupe compact K G ont le même spectre (nul). On renvoie à [DaKi] pour des 
résultats sur l'injectivité (qui n'est pas utilisée ici) du spectre des longueurs ^ (donc 
de Y) et de son projectifié P^ (donc de f'Y) pour les représentations Zariski-denses 
dans G semisimple, dans le cas où K = M. 

Avant de démontrer ce théorème (en section 15.6b . on commence par expliquer 
dans un cadre purement topologique la construction de la compactification associée à 
une application définie hors d'un compact, continue, d'image relativement compacte 
à l'infini. 

5.4 Préliminaires topologiques sur la notion de compactification 

Dans cette section S désigne un espace topologique quelconque. 

Définition 5.3 Une compactification de S est une paire {g, S'), où S" est un espace 
topologique compact et g : S" — > S un homéomorphisme sur son image, avec g(S) 
ouvert et dense dans S . Le complémentaire de giS) dans S est appelé le bord (à 
l'infini) de S et noté d^S . 



Compactification d'espaces de représentations 



33 



Remarque Pour que S admette une compactification (métrisable), il est nécessaire 
qu'il soit localement compact (à base dénombrable), en particulier séparé. 

On suppose désormais que S" est localement compact, non compact. On pose 
ê — S\J {°°}, muni de la topologie étendant celle de S où les complémentaires des 
compacts de S forment une base de voisinages de oo. Alors (idjJ") est une com- 
pactification de S, appelée compactification d'Alexandroffde S . Si S est métrisable, 
dénombrable à l'infini, ou, de manière équivalente, si S est à base dénombrable, alors 
ê est métrisable. 

Soit C un espace topologique séparé et / : — !• C continue. On dira que / : 
§ — > C continue est un prolongement de f à S û f o g = f . ht prolongement est 
unique s'il existe. On dit qu'une compactification {gi^S'\) de S' est plus fine qu'une 
compactification (§2, <^2) de S" si g2 possède un (unique) prolongement continu h à Si 
(qu'on appellera le morphisme canonique). On a alors h{S\ ) = (02 et h{doo<§i ) = doc<^2- 
Les compactifications <oi et £2 sont isomorphes (i.e. S'i est plus fine que Sq, et #2 est 
plus fine que S'i) si et seulement si h est un homéomorphisme. La compactification 
d' Alexandroff est la compactification la moins fine. 

Compactifier hors d'un compact. Soit J(f un compact de et ^ le complémentaire 
de Jè^ dans S". Soit une compactification de JF. Soit <f l'espace topologique 

obtenu en recollant ^ et sur le fermé dJ(f au moyen de h^^.X' et g l'application 
de (a dans S', égale à id sur etkh sur On voit facilement que {g, S") est une 
compactification de S', dite induite par {h,J^), dont le bord dooS" s'identifie à celui 
de Si (/î,^) provient (par restriction) d'une compactification {g, S') de S", alors 
la compactification de <S induite par (h,^) est isomorphe à la compactification de 
départ {g,i). 

Compactification induite par une application continue (voir aussi IMoShl ). Soit C 
un espace topologique séparé et f : S" — !• C continue d'image relativement com- 
pacte. Soit i ^ <f U {°o} le compactifié d' Alexandroff de Soit g : S — s- Ê y.C 
l'application continue x et S l'adhérence de g{S'), qui est compacte, et 

de la forme S = g{S')\J {{°°} x B) avec B cC. Alors {g, S') est une compactification 
de (o, dite associée à ou induite par f, dont le bord s'identifie à B C C. Soit C' un 
autre espace topologique séparé et h: C — > C' continue. Alors /' = /îo/ induit une 
compactification {g', S'') de S" moins fine que S'. 

Plus généralement, supposons que / : E — !• C est seulement définie sur le com- 
plémentaire (o —£/ d'une partie relativement compacte £/ de S", continue, et d'image 
relativement compacte à l'infini, i.e il existe un compact -Jè^ de S tel que f{S — 
est relativement compact dans C. Alors, d'après ce qui précède, pour tout compact 

de S contenant dans son intérieur avec f{S — ,J^) compact, / définit une 
compactification ^ de ^ = — J^T, donc une compactification S de S, dite induite 
par /. Cette compactification ne dépend pas du choix de (à isomorphisme près). 

Si et C sont à base dénombrable, alors S est métrisable. Une suite Xj^ de S 
converge dans S vers h dans dS identifié à £ C C si et seulement si Xk sort de tout 
compact de S et f{xk) ^ b dans C. 
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5.5 Fonctions de déplacement 

On introduit maintenant quelques outils supplémentaires venant de la géométrie CAT(O), 
dont on aura besoin en section l531 pour démontrer le théorème de compactification. 

Soit S une partie génératrice finie de F, et ||-||^ la longueur des mots sur F as- 
sociée. On voit p : F — > G comme une action de F smX (l'espace CAT(O) associé 
à G). On appelle /oncf/on de déplacement de p (relativement à la partie génératrice 
S) et on note dp la fonction convexe continue 

dçy \ X — y 

On appelle minimum de déplacement de p (relativement à la partie génératrice S) et 
on note A (p ) le nombre réel positif 

A(p) = inf t/p(x), 

qui est un invariant de conjugaison. La fonction A : R — > M+ va nous permettre de 
contrôler les représentations partant à l'infini dans le quotient ^ , et de renormaliser 
le spectre des vecteurs ^ . 

Proposition 5.4 Pour tout p £ R, on a £op < A(p)||-||^ surF. □ 

Pour tout réel positif D, notons = {p e R | dp{xo) < D}, qui est un compact 
de R (car l'action de G sur X est propre), et — /?(Ro), qui est un compact de 
On démontre facilement la propriété suivante. 

Proposition 5.5 II existe L> tel que, pour tout D > 0, si X{p) < D, alors il existe 
g £ G tel que g ■ p (z Rd+l- En particulier [p] est dans le compact ^d+l- n 

Remarque On peut en fait montrer que A est continue sur R et passe au quotient en 
une fonction continue propre sur voir llParSI Proposition 25]. 



5.6 La démonstration du théorème de compactification lS^ 

On commence par établir une version un peu plus faible, qui décrit le comportement 
asymptotique d'une suite de représentations partant à l'infini dans ^ . 

Théorème 5.6 Soit {pk)keN une suite dans R telle que — X{Pk) +°°- Alors, 
quitte à extraire, ^vo p^ — > w dans €, , avec w = vo p où p est une action de F 

sur un immeuble affine A de type (A,W), sans point fixe global. On peut de plus 
supposer que cette action provient d'une représentation p non bornée de F dans 
G(K(o) C SL„(IKo), OM Kffl est un corps valué ultramétrique et que A est un sous- 
immeuble de l'immeuble de Bruhat-Tits de SL„(K(n), préservé par GjJ^a)). 
En particulier, w n 'est pas identiquement nul. 
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Démonstration Comme G agit cocompactement sur X, quitte à conjuguer chaque 
représentation p^., on peut supposer qu'il existe un point xi^ de X, à distance bornée 
par M > de xq, tel que dp^, (xi^) < X {pk) + \- Soit o un ultrafiltre sur N, plus fin que 
le filtre de Fréchet. On considère le cône asymptotique X^ de [X^xq, j^d) suivant 
l'ultrafiltre co (voir section l23T l. C'est un immeuble affine complet de type (A,W) 
(cf.Thm|22Ô}.Pourtout7der, onac/(^o, Pki7)xo) < WïWsdp.ixo) < WïWsi^ipk) + 
j +2M^y\S\). donc j^d{xo,Pk{Y)xo) est borné pour k £N. On peut donc considérer 
l'action asymptotique Po de F surXa,, qui est définie par Pa){Y)[xk] — [Pk{ï)xk] pour 
tous 7 de r et [x^] de Xa. Pour tout y a = [yk] G Xa, on a dp^ {y a) = \ima j-^dp^ {y^), 
donc dp^{ya)) > 1, avec égalité si y a = [xi^] = [xq]. Donc pa, n'a pas de point fixe 
global dans Xa. 

Comme v passe continûment au cône asymptotique (proposition I4.4l l. pour tout 
Y de r, on a 3ç-v'(p<r(7)) — v{pco{y)) dans €. En particulier il existe une sous-suite 

extraite de Pk convergeant vers vo pa^ dans 

Dans le cas où K = K ou C, on peut supposer que G est un sous-groupe fermé 
auto-adjoint de SL„(K). En particulier X est un sous-espace totalement géodésique 
passant par JCQ de l'espace symétrique X„ associé à SL„(IK). 

Dans le cas où K est ultramétrique, on peut supposer que G est un sous-groupe 
algébrique défini sur K de SL„, et d'après le théorème de plongement de Land- 
vogt [Lan, Thm. 2.2.1], l'immeuble de Bruhat-Tits X de G sur K se plonge par une 
isométrie équivariante par G dans l'immeuble de Bruhat-Tits X„ de SL„ sur K. On 
identifie X à son image dans X„ . 

Le cône asymptotique X^ de {X,xo, j^d) suivant l'ultrafiltre co est donc un sous- 
immeuble du cône asymptotique X„û, de {X„,xo, j^d) suivant l'ultrafiltre co. D'après 
ce qui a été fait dans la section [3] (voir le corollaire 13.181 et la remarque qui suit, et 
le théorème l3.21l i. l'action asymptotique provient en fait d'une représentation pa, de 
rdansG(IKffl) CSL„(K (u), où ]K(u est un corps valué ultramétrique et SL„(]K(u) agit 
sur son immeuble de Bruhat-Tits. Comme cette action n'a pas de point fixe global 
dans Xa, donc dans Xna, qui est un immeuble affine complet (cf. Thm l2.2()l ). Pa){r) 
n'est pas borné, et le spectre des longueurs lo p^, ne peut être nul IPar3. Coro. 3], 
donc w = V o P(u n' est pas nul. □ 

On en déduit immédiatement la propriété suivante, qui permet de contrôler le 
spectre des longueurs ^ (donc également celui des vecteurs Y) en fonction de A, à 
l'infini de 3C . 

Corollaire 5.7 II existe une partie finie F de F, un réel c > et un réel Dq >0 tels 
qu 'on a la propriété suivante. 

Pour tout p e R, si X{p) > Dq, il existe y e F tel que £{p{y)) > cX{p). 

Démonstration Soit F/^, k £ N* une suite croissante de parties finies recouvrant F. 
Supposons par l' absurde que pour tout keW non nul, il existe p^t G R tel que A {pk) > 
k et pour tout y e F/^ on a ji{Pk{y)) > p Alors o p^, — > dans M+^, ce qui est 
impossible par le théorème 15.61 □ 
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Remarques 1) On a donc (pour A (p) > Do) l'encadrement 

cA(p)<max£(p(7))<c'A(p) 

où c' = maxygf II7II5 (cf proposition |53|i. 

2) Une autre conséquence directe du corollaire 15.71 que nous n'utiliserons pas, 
mais qui mérite d'être signalée, est que l'application Y : ^ — > £ est propre : en 
effet, si Q est un compact de £ , pour D supérieur à Dq et à ^ maXyg/7 vt.gg || w(7) || , on a 
que X <D sur (ô). Donc y^^{Q) est inclus dans le compact ^d+l (proposition 

ES. 

Démonstration (Fin de la preuve du théorème \5.2\ Nous pouvons maintenant mon- 
trer l'existence du compact tel que C J(f et P'X^(^ — est inclus dans un 
compact. Soit Dq donné par le corollaire 15.71 et L donné par la propostion 15.51 On 
prend alors .J(f ^ S^d pour D>Dq+L. Notons ^ JT - et Y = p-' (^) = 
R — p^^[.J€). D'après le corollaire 15. 71 comme p e Y implique A(p) > D — L > Dq 
(d'après la proposition I5.5l l. on a que j^Çy) ne rencontre pas l'ensemble {w € 

— r — r 

£ I V7 e F, Il w(7)) Il < c} qui est un voisinage de dans <t (en particulier 

contient ^^'(0)). Donc l'adhérence C de ■^V(Y) dans £ ne contient pas 0. Or jW 
est d'image relativement compacte, car incluse dans le compact Hyeri" € £; ||m|| < 
WyWs} 1^ proposition 15.41 Donc C est un compact de £ — {0}, et P(C) est un 
compact de P£^, contenant V(Y)) = P(V(Y)) = P(r(^)) = Pr( j:' - JT), ce 
qui conclut. 

La construction (purement topologique) de la compactification de j?r induite par 
¥y a été décrite en détail en section 15.41 Le reste des assertions du théorème 15.21 
découle du théorème l5.6l 

Pour l'action de Out(r) : comme l'application P^ : ^ - (0) — > P£^ est 
Aut(F)-équivariante, l'action de Aut(F) sur ^ se prolonge continûment à ^ par 
l'action naturelle sur P£^. Comme Int(F) agit trivialement sur .S^, donc sur 
l'action induit une action de Out(F) sur ^ par homéomorphismes. □ 

6 Représentations fidèles et discrètes 

Soit r un groupe infini de type fini, discret, et G un groupe topologique localement 
compact. On dit qu'une représentation de F dans G est fidèle et discrète (fd) si elle 
injective et d'image discrète. On note Rfd(F,G) ou Rh l'espace des représentations 
fd de F dans G. 



6.1 L'hypothèse (H) 

On dira qu'un groupe abstrait F vérifie l'hypothèse (H) s'il n'admet pas de sous- 
groupe d'indice fini contenant un sous-groupe abélien distingué infini. 
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Cette hypothèse n'est pas très restrictive dans notre cadre, comme le montrent les 
exemples suivants. 

Si F' est un groupe commensurable à F (c'est-à-dire si F nF' est d'indice fini 
dans r et dans F'), alors F vérifie (H) si et seulement si F' vérifie (H). 

Si F est un sous-groupe discret Zariski-dense (par exemple un réseau) d'un groupe 
de Lie linéaire semimple H, alors F vérifie (H) par |GoMi Lemma 1.2]. Plus gé- 
néralement, ce qui suit montre que les groupes agissant proprement, par automor- 
phismes, sans orbite finie au bord, sur un espace symétrique sans facteur compact 
et sans facteur euclidien vérifient l'hypothèse (H). C'est par exemple le cas pour les 
sous-groupes fortement irréductibles de SL„(R) (i.e. tels que tous les sous-groupes 
d'indice fini sont irréductibles). Les groupes divisant des convexes fournissent beau- 
coup d'exemples de tels sous-groupes (voir f Ben2l ). 

Proposition 6.1 On suppose que X est un espace symétrique sans facteur compact. 
Soit F un groupe agissant proprement par automorphismes surX, possédant un sous 
groupe abélien A distingué infini. Alors il y a deux possibilités. 

1. A possède un élément parabolique non trivial. Alors F admet un point fixe global 
dans dooX. 

2. A n'a que des éléments semisimples. Alors M — nagAMin(a) est non vide, et se 
décompose de manière canonique en un produit C x M*^ (avec k > minimal), de 
telle manière que tous les éléments a de A opèrent sur M comme (id, a'), oii a' est 
une translation de K*^. Le groupe F stabilise M et préserve d^Ml^. 

En particulier r a une orbite finie dans dooX. 

Démonstration (Preuve de la proposition) Le premier point découle de |Ebe| Co- 
rollary 4.4.5]. Supposons maintenant que A n'a que des éléments semisimples. La 
première assertion du deuxième point découle de IIBGSl Lemma 7.1]. Comme A 
contient au moins un élément non elliptique (car sinon A fixe M non vide donc est 
fini), alors k^O. Comme A est distingué dans F, le groupe F stabilise M et préserve 
la décomposition M = Cx M.^, donc préserve dooM.'^ non vide. Or dooM.'' est inclus dans 
un appartement de d,„X. Le groupe F a donc une orbite finie dans docX. □ 

6.2 Fermeture 

On suppose ici que F vérifie l'hypothèse (H) et que G est un groupe de Lie réel 
linéaire. 

Théorème 6.2 (Goldman-Millson) L'espace Rfd des représentations fidèles et dis- 
crètes de F dans G est un fermé de l'espace R des représentations de F dans G. 

Démonstration Si Rfd est non vide, alors F est linéaire donc il contient un sous- 
groupe sans torsion F' d'indice fini, d'après le lemme de Selberg | |Alp[ . Alors F' n'a 
pas de sous-groupe abélien distingué non trivial (car il vérifie (H) et n'a pas de sous- 
groupe fini non trivial), donc, par Goldman-Millson LGoMi. Lemma 1.1], l'espace 
Rfd (F', G) est fermé. 



38 



Anne Parreau 



Soit Pic G Rfd, A; G N avec ^ p dans R. La restriction de p à F' est donc fd. 
Comme kerp nF' = {e}, on a que kerp est fini. Or 1 G G n'est pas limite d'éléments 
d'ordre inférieur à une constante donnée. La restriction de p/^ à kerp tend vers la 
représentation triviale, donc est constante à partir d'un certain rang. Comme p^. est 
fidèle pour tout k, on en déduit que kerp est trivial, autrement dit que p est fidèle. 
De plus, on voit facilement qu'un sous-groupe de G contenant un sous-groupe discret 
d'indice fini est discret, donc p est discrète. □ 

6.3 Compactification 

On suppose ici que F vérifie l'hypothèse (H), et que G est un groupe réductif réel 
(voir section l2".2.2l ) agissant sur son espace symétrique associé X. 

Comme Rfd est un fermé de R (Théorème 16.21) . l'espace = p(Rfd) = (Rfd H 
Rci ) /G est un fermé de ^ = R^/G. 

La compactification de ^ construite précédemment (Théorème 15.21 ) induit 
donc une compactification (métrisable) ^d de ^d (qui s'obtient en prenant simple- 
ment l'adhérence de ^d dans Elle est munie d'une action naturelle de Out(F) 
(car ^d est stable sous Out(F), donc son adhérence aussi). 

En rang 1, cela redonne (par construction) les compactifications connues, voir 
llFLPl . OMoSM . IBes UPaulj . 

Si X est dans doa^fd C Pff^, alors x = [vo p], où p est une action sans point fixe 
global de F sur un immeuble affine de type (A,W), sans point fixe global. Dans ce 
cas, F. Paulin a démontré que cette action est à stabihsateurs de germes d'apparte- 
ments virtuellement résolubles IIPau3l . 

Remarque En fait, on peut construire la compactification de J?^d un peu plus di- 
rectement, car Ff est définie sur ^d tout entier, et à valeurs dans un compact de 
— p 

PC . En effet, on peut montrer que si p G Rfd alors £o p y^Q (on peut se ramener 

par semisimplification à p cr, et cela découle alors du théorème de Burnside, voir par 

exemple IIBassI . BBenll ). On peut aussi montrer que la fonction A reste supérieure à 

e > sur Rfd. On montre alors de la même manière qu'en section 15761 que ;|^V(Rfd) 

— p 

est d'adhérence compacte, incluse dans £ — {0}. 

Remerciements. Je remercie Frédéric Paulin pour son soutien, sa disponibilité constante et ses nombreuses 
suggestions et corrections. 
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